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1. NOCIONES PREVIAS 


El análisis matemático en sí mismo comienza con el estudio de los conjuntos de 
números reales y la noción de límite. 

Estos conceptos fundamentales no pueden presentarse sin recurrir a otros con¬ 
ceptos previos sobre conjuntos, cuantificadores, módulo, etc. Por ello es aconsejable 
que cualquier curso de análisis sea posterior a un curso elemental de álgebra donde 
se den las nociones de lógica simbólica, conjuntos, relaciones y estructuras, necesa¬ 
rias para encarar una introducción al análisis en forma actualizada. 

Sin embargo, quienes inician este estudio no poseen generalmente los conoci¬ 
mientos indicados, sino que los reciben paralelamente. Por eso la primera parte de 

capitulo ostó destinada a una breve exposición de esos temas básicos, que 
■erAn utilizados en dosarrollos posteriores y son indispensables para su compren¬ 
sión. Estos conceptos previos se darán en forma sintética. El lector puede recurrir 
pata su aclaración a otros textos que tratan dichos temas en forma detallada. 

A continuación do esos temas iniciales se presenta el conjunto de los números 
realas medíanla su estructura axiomática. Es aconsejable dedicar atención especial 
Ni asloma do continuidad o axioma del extremo superior, que será utilizado posterior¬ 
mente en varias demostraciones. 

El capitulo 3, donde se dan algunas normas generales para representar gráfi- 
<.amonte funciones escalares, es solamente una guía para el tema. Recién después 
do haber finalizado el capítulo 7 puede completarse el gráfico de una función de 
manera menos intuitiva. Sin embargo, es conveniente manejar desde el comienzo las 
representaciones gráficas, pues ayudan a interpretar conceptos abstractos funda¬ 
mentales, como límite y continuidad. 

Finalmente, se aconseja, en una primera lectura, dejar de lado algunos temas 
que pueden prosontar dificultades al estudiante que recién se inicia en la materia. 
I son lomos han sido señalados en el texto con la marcad. 

(-omonzaremos el plan propuesto dando algunos elementos de lógica matemá¬ 
tica o simbólica. 


I. Lógica simbólica 

La matemática exige en cualquiera de sus ramas un lenguaje claro y preciso. 
I stas virtudes las proporciona la lógica matemática o simbólica, que da a cada ex¬ 
plosión un significado exacto y a cada símbolo una interpretación sin ambigüedades. 
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Una manera sencilla de introducir el lenguaje lógico es proporcionada por el cál¬ 
culo de proposiciones o cálculo proposicional. 

Proposición es toda expresión acerca de la cual tiene sentido decir si es verda¬ 
dera o falsa. 


"3 es número entero", 

"el diamante es una flor", 


Ejampb 


p 

q 

P a q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 


son dos proposiciones. La primera es verdadera y la segunda falsa. 

La expresión “x es número par", en cambio, no es una proposición, pues no 
puede afirmarse, con sentido, su verdad o falsodad 

A partir de las dos proposiciones consideradas pueden obtenerse otras. 

Por ejemplo: 


' -- vciuduera. 

q llahlii es capital de Brasil" es falsa. 

ÜÍ»«r" P '' q: 


"3 es número entero y el diamante es una flor", 

"3 es número entero g el diamante es una flor", 

"si 3 es número entero, entonces el diamante es una flor". 

Estas nuevas proposiciones se obtienen vinculando las iniciales mediante las 
palabras y, o, si - entonces,..., etc. En lógica esta conexión se hace definiendo ope¬ 
raciones entre proposiciones. 

Como la cuestión fundamental es saber si la proposición resultante es verdadera 
o falsa para cada valor de verdad de las proposiciones componentes, se suelen re¬ 
presentar las proposiciones mediante letras minúsculas: p, q, r, s,... y se dan tablas 
que proporcionan la información necesaria. Estas tablas se llaman tablas de verdad e 
indican si el resultado de la operación es una proposición verdadera o falsa. 

Operaciones del cálculo proposicional 

1. Negación 

— p 'no p) es una proposición falsa si p es verdadera, y verdadera si p es falsaj 

Abreviando verdadera con V y falsa con F, se obtiene la tabla siguiente, qur 
define la operación Indicada: 


-P 

F 

V 


Ejemplo 


p : "el diamante es una flor ns una proposición falsa. 

Luego, su negación p : "el diamanto no os una flor" es verdadera. 


2. Conjunción 

p a q (p y 
verdaderas. 


1 

q) es una proposición verdadera únicamente si p y q son ambas 


9, Dlayunclón 

pvq (poq, es una proposición falsa únicamente si p y q son ambas falsas. 


P 

q 

Pvq 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

P 

F 

F 


I' I TMmfpoa»» hablan" e« una proposición falsa 

M '* •! fNWTUN® par u N verdadera 

ÉiyWfMiIrtn pvq / as mariposas hablan o 4 es número par" es 

4 Disyunción exclusiva 

v i m r,r; es 


I b>mplo 


P 

q 

P Y q 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 


P 

q 


4 es número par" es verdadera 
"Urna es capital de Perú" es verdadera. 

I"" «I» una* dlsylmciórf exdustva.^ ar ° L ' ma BS Capital de Perú ” es falsa 
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5. Implicación 

p => q (si p, entonces q) o (p implica q) o (q si p) es una proposición falsa sola¬ 
mente cuando p es verdadera y q es falsa. 

p I q I p => q 


• F V V 

F F V 

p es el ar\ecedente de la Implicación y q el consecuente. 


P 

condición 

suficiente 


q 

condición 

necesaria 


Ejemplo 


p : "5 es número negativo" es falsa, 
q : "el ruiseñor es un árbol" es falsa. 

ion p => q : "si 5 es número negativo, entonces el ruiseñor 


Luego, la implicación p => q : “si 5 es número negativo, enronces — 
es un árbol" es verdadera. 

6. Doble implicación 

n «=> q (p Si y sólo si q) es una proposición verdadera solamente si p y c 
tienen el mismo valor de verdad. Es decir, si ambas proposiciones son falsas o ver 
daderas simultáneamente, lo que las hace lógicamente equivalentes. 


p 

q 

p <=> q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


Ejemplo 

p : "8 es número Impar" os falsa, 
q : "4 os número negativo" es falsa. 

La proposición p <=> q : "8 es número Impar si y sólo si 4 es número negatrvi 

es ve L r ^ d p roposjcjones compuos tas obtenidas pueden volver a combinarse pa 
formar nuevas proposiciones.* 

• Nota al utilizar los símbolos de las operaciones lógicas, so establece un orden de preerrwTj 
ciaSeIOS mismos, a. ¡,u.l Cus suceda con lo, .«Moa do la » 
excesivo de paréntesis. La convención indica quo *> os mas fuerte que y 

fuerte que “a” y “v”. 

Por ejemplo, la expresión: p=>s=>qvr=>pAr 

significa: (p => s) » [(q v r) ^ (p a r)j. 
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Entre las operaciones indicadas tiene especial importancia la implicación, que 
«parece continuamente en el enunciado de propiedades y teoremas. 

Consideremos, como caso particular, la negación de una implicación, que se 
utilizará varias veces en este libro. 

p | q | p => q | ~(P => q) 

F 
V 
F 
F 

~ (p =>q) <=> px~q 

Por lo tanto, la negación de una implicación es lógicamente equivalente a la 
conjunción entre el antecedente de la implicación y la negación del consecuenté. 

Por ejemplo, la negación de la proposición: "si las rectas a y b son paralelas, 
entonces los ángulos alternos son iguales", está dada por la proposición: "las rectas 
ti y b son paralelas y los ángulos alternos no son iguales". 

Interesa conocer ciertas implicaciones asociadas a la implicación p => q, que 
llamaremos implicación directa. 

q =» P es la implicación recíproca. 

~~ p => — q es la implicación contraria. 

- ó => - p es la implicación contrarrecíproca. 

Ejemplo 

Consideremos las siguientes proposiciones: 
p : ABC es un triángulo equilátero, 
q : ABC es un triángulo isósceles. 

Implicación directa: si ABC es un triángulo equilátero, entonces ABC es un trián¬ 
gulo Isósceles. 

Implicación reciproca: si ABC es un triángulo isósceles, entonces ABC es un 
triángulo equilátero. 

Implicación contraria: si ABC no es un triángulo equilátero, entonces ABC no es 
un triángulo isósceles. 

Impllcnción contrarrecíproca: si ABC no es un triángulo isósceles, entonces ABC 
no un triángulo equilátero. 

Pnrn fncllltnr algunas demostraciones, se puede probar que cualquier implica¬ 
ción os oqulvnlonto a su contrarrecíproca: 

P q P=> q 

V V V 

V F F 

F V V 

F F V 

p => q o ~q => ~p 



V V V 

V F F 

F V V 

F F V 
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Cuantificadores 


Como ya se ha visto, la expresión "x es numero par" no es una proposición, pero 
se transforma en proposición si se reemplaza x por un número. Dicha expresión 
recibe el nombre de función proposicional de una variable. 

Una función proposicional puede transformarse en proposición verdadera para 
algunos valores de la variable, para todos o para ninguno. Es conveniente disponer 
de algunos símbolos que denoten esas posibilidades. 

Si la función proposicional se convierte en proposición verdadera para todo valor 
de la variable, corresponde Indicarlo anteponiendo el cuantificador universal, que se 
simboliza V y se leo "para lodo" o "para cualquier". 

Vx. x es mortal, significa que para cualquier valor significativo de x, la propo¬ 
sición que se obtiene es verdadera. 

Si se quiere Indicar que la función proposicional se transforma en proposición' 
verdadera para algún valor de x por lo menos, se antepone el cuantificador exis¬ 
tencia!, que so simboliza 3 y se lee "existe", y significa que "existe por lo menos 
uno". 

3x / x os rombo, se lee "existe x tal que x es rombo", y significa que por lo 
menos hay una sustitución de x que transforma a la función proposicional en pro¬ 
posición verdadera. 

Puede deducirse fácilmente, por su mera significación lógica, la negación de los 
cuantificadores mencionados. 

Para negar que una propiedad es universal basta encontrar un caso en que sea 
falsa, es decir, exhibir un contraejemplo. En efecto, para negar, por ejemplo, que 
todos los números enteros son pares, basta indicar que existe un número entero que 
no es par, como el número 5. 

Es decir: - (Vx: p(x)] « 3 X / - p ( x ) 

Análogamente, si se quiere negar que una propiedad es válida para algún x, 1 
(Jobo probarse que es falsa para todo x. 

Oa»a, ~[3x/p(x)] c=> Vx: p( x ). 

EJERCICIOS 

1) Hacer tabla* de verdad para la* •Igulonle* leyes lógicas 

a) p a q q a p a')pvq~q vP 

b) (p a q) A r «w p a (q /sr) b') (p v q)vrop v (q vr ) 

C P a (q v r) (P a q) v (p a r) o') pv(qAr) <=> (p v q) A (p v r) 

(,) P * ’ ( p) e) (p r> q) a (p => r) c=> (p => q A r ) 

2) Hacer tablas do verdad para las algulenle* leyes lógicas: 

a) (p a q) cr> p v q C) (p =, q) a (q => r) =* (p =, r) 

>) (p v q) p a q ,1) p a (p => q) => q 

e ) d A (p => q) =» p I) pA(p v q) => q 

3) Hacer tablas de verdad para las siguientes leyes lógicas, correspondientes a 
distintas formas del principio de reducción al absurdo: 

h! n a ^ ^ 1=5 f A ^ d c) p A (p A q => s) A (p A ~q =3 ~s) => c 

« p d 1:3 ~P c=> P^q d) (p=> q a q) => ~ p 
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c) Vx: p(x) A 3y/q(y) 

d) 3xe N/x + 1 <: x 

f) (p v~q) => (q A~r) 


4 ) Negar les siguientes expresiones: 

*) Vxí R 3y€ R/x < y 
b) Vx: (xe R => Q) 
a) (q =» ~p) a (p v ~r) 

f») Indicar si la Información dada alcanza para dar el valor de verdad de cada una de 
las llflUlante* proposiciones compuestas: 

i ~ \ r\ oc P 


•) ~p v q - (P=»~Q) ¡“f 

tí) p a q ■* r <=» q q es c 

O) pA f =» ~pv(r as) r es ^ 

4 ) (p ■» q) a p A q a ~p p es V 

e) (p=>q) a (~p=>qvr) pvq es F 


6) Simplificar las siguientes proposiciones: 

II) ~[~(p => q) v (pAq)] 

b) |(p a q) v ~q] v (p a ~p a ~q) 

C) |p v(qA ~p)] a [pv ~(q Ap)] 
d) a~ q) a (~p=> ~q) 

II. Conjuntos 

"Conjunto” es un término que no se define. Los conjuntos se designan gene¬ 
ralmente con las letras A, B, C, etc., y se indica cuáles son los elementos que perte- 
nocen a cada conjunto. Esto puede hacerse en algunos casos por extensión, es decir, 
«numerando los elementos del conjunto. 

Por ejemplo: A = {0,1,2,3}; B = fa,b,c]. 

O por comprensión, indicando alguna propiedad que permite decidir cuales son 

los elementos que pertenecen al conjunto. 

Por ejemplo: C = {x / x es un número entero a 0<x<3); 

D = {x / x es un ser humano). 

Obsérvese que C es el mismo conjunto A. 

Si un conjunto no tiene elementos,' se lo designa con el símbolo ó y se lo llama 
conjunto vacío. 

Consideremos los siguientes conjuntos: 

A = {x / x es número real a x 2 + 1 =0}; 
n jx/x>0 a x< -3}. 

{lulos conjuntos carecen de elementos y por lo tanto son vacíos. Pongamos 

A • y B = <t >2 . . 

Fuodo probarse que existe un conjunto vacio único, y, por ello, - <í> 2 o 

y i/> os qI conjunto vacío. 

Los conjuntos se pueden vincular entre sí mediante relaciones o pueden generar 
nuevos conjuntos mediante operaciones o leyes de composición. 

Consideramos en primer lugar una relación entre conjuntos llamada inclusión. 

Inclusión 

I I conjunto A está Incluido en el conjunto B si y sólo si se verifica que cada ele- 
monto do A pertenece a B. Se lo indica A c B (que se lee A incluido en B). 

AcB o Vx: (xe A =» xe B) 
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Ejemplo 


S¡ A _ {0,3,4,1} y B = {0,1,2,3,4}, entonces A g B. 

Con la definición anterior puede probarse fácilmente que el conjunto violo MIA 
incluido en cualquier conjunto. 

Es decir, VA: <b c A. 

En efecto, <f>cA <=> Vx: (xf xe A), y esta implicación es verdldera 
por tener antecedente falso. 

Dado un conjunto cualquiera A, si A tiene n elementos es posible encontrif 2 n 
conjuntos incluidos en él. Cada uno de estos conjuntos recibe el nombre de subcon¬ 
junto de A o parte de A. 

Por ejemplo, si A = {0,3,4}, 

A, = <¡>, A 2 = (0j, A 3 = (3), A 4 = (4 j, 

A s = {0,31, Ag = {0,4), A 7 = {3,4), A e = 10,3,41 
, son las partes de A. 

El conjunto cuyos elementos son las padM da A sa llama potanolal da A 0 con¬ 
junto de partes de A y se designa P A . 

En el ejemplo dado, P A = { A, ,A ? 1 A 3 ,A 4 ,A I) ,A 1 ) ,A,,A Í }, 

Igualdad de conjuntos 

La inclusión de conjuntos es una relación antisimétrica, porque verifica la si¬ 
guiente propiedad: AcBaBcA=>A=B. 

Esta propiedad permite considerar la igualdad de conjuntos de la siguiente ma¬ 
nera: dos conjuntos son iguales si y sólo si cada uno de ellos está incluido en el otro. 
O sea, A = B<=)AcB a Be A. 

Es decir, en cualquier caso en que se deba demostrar la igualdad de dos con¬ 
juntos debe probarse la doble inclusión, lo que equivale a probar que ambos con¬ 
juntos tienen los mismos elementos. 

Definiremos ahora algunas operaciones usuales entre conjuntos. 

Unión 

La unión de A y B es el conjunto formado por los elementos de A o de B o de am¬ 
bos conjuntos. Se lo designa A u B (que se lee A unión B). 

O sea, A u B = {x/xeAvxeB}. 

Ejemplo 

Si A = {0,1,2} y B = {0,1,3,4}, entonces AuB = {0,1,2,3,4}, 

Intersección 

La intersección de A y B os el conjunto formado por los elemontos comunM • 
ambos. Se lo designa A n B (que se lee A intersección B). 

O sea, AnB = (x/x«A a x t B}. 
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Ejemplo 


Si A {0,1,2} y B - {0,1,3,4}, entonces AnB = { 0 , 1 }. 

Diferencia 

1¡S ;%~ro e e„ B a r S PeC, ° * 

A-B = {x/xfA a x/B}. 

Ejemplo 

Si A - {a,b,c,d} y B = {a,c}, entonces A - B = {b,d}. 

Complementación 

"r co t'° uníve,sai ° ~- 

se lo designa U. -™"' OS 8 que se "><■"> misma. Gene,almene 

y _ SI A es un conjunto cualquiera, se llama complemento de A a la o,arenca 

Es decir, C A (complemento de A) = u - A 
Por lo tanto, Vx: (x e C A <=> x ^ A) 

s C eTnn C í SÍ9nar A 31 com P |emen to del conjunto A,oseaS = r 

el compiemento derco^Tmo^rs'númTroírac^ T*"* 0 ^ '° S nÚmer ° s ««les, 
nales. El complemento del conjunto R de io<? '° na es es el de los números irracio- 
Es fácil probar que el ?'!? ° S el C ° njunto va ™- 

conjunto. O sea, Á = A. Plemen, ° del complemento de un conjunto es este 

Producto cartesiano 

junto^bl es idénheo almiar Un ° rde " 6n,re sus Cementos. Así, el con- 

s>ó ts%T£? oSr ios eiemen,oss,i ■=»- 

- M. (al,. 

ElD S ro a ducrnl a rt COmPOnen,e del par y b la segunda.' 

cuya primeracompone^epertenece'a^y cuyaseTd^ ^ '° S PareS 0rdenados 

M lenece a A y cuya segunda componente pertenece a B. 

AxB - í(x;y) / xeAAyeB} 

Ejemplo 

Si A = {0,1,2} y B = {3,4}, 

Ax B = {(0;3),(0;4),(1 ;3),(1 ;4),(2;3),(2;4)}, 

A x A = {(0;0),(0;1),(0;2),(1 ; 0),(1 ; 1 ),(i ;2),(2;0),(2; 1 ),(2;2)}, 


9 






B x A = {( 3 ; 0 ),( 3 ; 1 ),( 3 ; 2 ),( 4 ; 0 ),( 4 ; 1 ),( 4 ; 2 )}- 
B 2 = B x B = {( 3 ; 3 ),( 3 ; 4 ),( 4 ; 3 ),( 4 ; 4 )}. 

Obsérvese que, en general, A x B A B x A. 

Relaciones binarias 

Interesan muy especialmente los subconjuntos del producto cartesiano pues 
dados dos conjunL Ay B. cada subcon.unlo del producto cades,ano A x B es.a- 

entone, en- 

junto incluido en su producto cartesiano. 

% relación A en Bo^cAxB 

Análogamente, se dice que ^ es una relación binaria definida en el conjunto 
A si es un conjunto incluido en A x A, o sea, si es un subcon,unto o una parte 
A x A. 

relación en A» ’^cA 2 . 

Ejemplo 

^ ea rn __ (q 6 ) (I ; 8 ),(1,6)} una relación definida en A. 

■ Dominio de es el con|unto io.1l I y rec T do de '^“"deTen la relación 
.^^^^¿S^^eneSatareiación^.es 

una imagen de x en la relacioné . □ se | ]ama relación inversa de ^y se 

„45T a",a relación S*'Ca S -, 9 uien,e manera: 

= {(y;x)/(x;y)e^} 

Inmediatamente resulta: 

Dominio^ = Recorrido^"' a Recorrido^ = Dominio^ 1 . 

Ejemplo 

Sea A = {a,b,c} y %= {(a;a),(b;c),(c;a)}. 

La relación inversa es‘3 ?.’ 1 = {(a;a),(c;b),(a;c)}. 

EJERCICIOS 

1) Hallar unión, intersección, diferencias y productos cartesianos de: 
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B = {a.bí 
B = {a,x,z} 
B = 


a) A = Í0,1,2,3,4} 

b) A = {a,b,c} 

c) A = {5,2,3} 

2) Dar todos los subconjuntos de: 

a ) A = {0,1,2) 

b) B = {a.b.c.dl 

c ) M = {(0:1 ),(i ;0), (i; i)} 

3) Dar todas las relaciones posibles en A = {abí 

4) Indicar dominio y rocorrifin Hq i 00 

en el conjunto de los números reales S ' 9uientes elaciones definidas 

a) K = {( 0 ; 0 ),( 0 ; 1 ),( 2 ; 1 ),(l; 0 )} 

b) 'K' = {(a;a),(b;b),(c;a),(a;c)} 

c) K" = ((3; V 5),(VT; Vl),(^5; V^)} 

5) Siendo A — {—4 “3 2 1 n 1 o 9 ,11 • ., . 

siguiente condición: 1 ' 0J ' 2 ' 3 ' 41 ' exdldir la relación 7^ definida en A por la 

(a.b) e oaeA a be n a a+b = 5 

Dar^", 

6) “Grencri? V ,eC °" íd ° de cada ™ * las denles relaciones definidas en 

a) x y c=> x 2 + y 2 = 9 

b) x^yc, 4x 2 + 9y 2 = 36 

c) x^y <=> x 2 -4y 2 = 1 

d) x 7(y <=> 9y 2 - 1 6x 2 = 25 


•II. El número real 

distin^s'm^S 01 h V Puede hacerse de 

Para el numero natural, luego introduce el n • Q 6 parte de los axiomas de Peano 
óe naturales y número mSia« ZZ’T'° U “ 2and0 pares 

componente no nula. I a introducción ZT números enteros de segunda 

difiere esencia,meo,o do ^p“„“ a "edoreT' 0 * Padirde nÚTC '“ Uñates 

dijimos e Dedeki4mili7ünrk!4a4as r0 en e el " mé,Od0S e,Uívalen,es » caminos 

Se nirSaí^ d ° “"““a 



dades conocidas del conjunto de los números reales. En especial puede probarse 
que adquiere estructura de cuerpo conmutativo, ordenado y continuo. 

Como ambos métodos, presentan algunas dificultades, es más sencillo, en 11 
curso de introducción al análisis, considerar al conjunto de los números reales, - de 
los reales positivos y a las operaciones de adición y multiplicación como con^P tos 
primitivos que satisfacen ciertos axiomas. 

Estos axiomas se pueden clasificar en tres grupos que caracterizan •>! campo 
ordenado y continuo. 

1. Axiomas de cuerpo conmutativo 

Suponemos, entonces, la existencia de un conjunto R, cuyo? elementos se de¬ 
nominan números reales. Consideramos, además, que se pueden definir en R dos 
operaciones o leyes de composición binarias, a las cuales denominamos adición y 
multiplicación, simbolizadas, respectivamente, " + " y q> * cumplen los siguien¬ 
tes axiomas: 

A J Propiedad del cierre 

La suma de dos números reales es un número real y el producto de dos números 
reales es un número real. 

O sea, VaVb (a e R a beR => a+b e R a a • b e R). 

Es decir, la adición y la multiplicación son leyes internas en R. 

A 2 ) Propiedad conmutativa 

VaeR VbeR:(a+b = b+a a a-b = b • a) 

A 3 ) Propiedad asociativa 

VaeR VbeR Ve e R: [(a+b)+c = a+(b+c) a (a-b)-c = a (b e)] 

A 4 ) Existencia de elemento neutro 

30e R/Vae R: a+0 = a 
31 e R / Vae R: a ■ 1 = a 

A s ) Existencia de elemento simétrico 

Vae R: 3(-a)e R/a+(-a) = 0 
VaeR-{0} 3a _1 e R / a • a -1 = 1 

A 6 ) Propiedad distributiva 

VaeR VbeR VceR:a (b+c) = a-b + a-c 


2. Axiomas de orden 

Introducimos ahora, también en forma axiomática, un nuevo concepto primitivo, 
el de número real "positivo". 
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se SESHS = - cfcdeacüyose,eme * s 

O,) Tricotomía 

Va: (ae R =*a = 0 va*n + 

u y ae h y- -ae R*) 

° 2 ) Propiedad del cierre 

ducto L faSa 6 ** nÚmer ° S re3,eS positivos «* otro número real positivo y el pro- 

• p , . VaVb: í aeR+ - beR- =, a +b€R- A a-beF?*) 

Los dn^k + y S ° n l6yes internas en R- . 

* Íntra du dr se 

a>t >»a+(-b)eR'. 

Puede probarse oue 14 ” pe 

cumple las siguientes propiedades " de ° rden esMct ° to tal en R, pues 

3) lineal: VavTfaíb^a £ \ 

Se define luego la relación "menor. simbolizada 

de la siguiente TOnaí!” 86 "" R b relación * "mayor o igmr, simbolizada " » - 

£ ’ 

^ R, pues cúmplelasígSntes' Impiedades 8 ^ re ' aCtón de ° rden am P"° total 

1) reflexiva: Va: a > a; 

2) antisimétrica: VaVb: (a > h a k 

3) transitiva; b A b > a =» a = b); 

4 ) lineal. 

d “ e ,odas ,as pr °- 

3. Axioma de continuidad 

qee^coniumode'teSemíSÍSs' nii ™ ros '«'es ya 
responde dai, pneviaW, ias de fi ^ ^ ~ 




toa ordenados, pues ol axioma do continuidad se refiere especialmente a conjun¬ 
tos acotados. 

Cota superior 

k es una cota superior de un conjunto C de números reales si y sólo si k es un 
número real que no es superado por ningún elemento del conjunto. 

O sea, k cota superior de C <=> Vx: (x e C => x s k). 

Un conjunto está acotado superiormente si y sólo si tiene una cota superior. 
Por ejemplo, el conjunto de los números reales negativos FT está acotado supe¬ 
riormente, ya que cualquier número no negativo es una cota superior para dicho 
conjunto. 

Obsérvese que si un conjunto tiene una cota superior, tiene infinitas cotas supe¬ 
riores. En el ejemplo anterior, el número 0 es una cota para el conjunto de los núme¬ 
ros negativos, pues si x es cualquier número negativo, resulta x < 0. Es obvio quo 
cualquier número real a > 0 es también una cota para el conjunto R , pu#« #1 
x < 0 y 0 < a, entonces x < a. 

El conjunto de los números roalos no esté acotado superiormente, pues para 
cualquier número real k siempre es posible encontrar otro número real x, tal que 
x > k. 

Supremo (extremo superior o cota superior mínima) 

s es el supremo de un conjunto C de números reales si y sólo si: 

1 ) s es una cota superior de C 

A 

2) Si k es cualquier cota superior de C, entonces s s k. 

Para el conjunto R', de los números reales negativos, 0 es el supremo, pues 

es la menor cota superior. . . 

Puede probarse, utilizando la definición, que el supremo de ún conjunto, si exis¬ 
te, es único. 

En efecto, sean k, y k ? supremos dol conjunto C. 

Consideramos, en primer lugar, que k, es supremo y k,, por ser supremo, es 
también cota superior. 

Luego, como el supremo es la menor cota superior, resulta k, ^ k,. 
Análogamente, por ser k 2 supremo y k, cota superior, es k ? k,. 

Por antisimetría, k, < k 2 a k 2 < k, =» k, = k 2 . O sea, que el supremo es 

único. 

También puede probarse la unicidad por reducción al absurdo. Para ello, sea k, 
un supremo del conjunto C y k 2 otro. Si son números reales distintos, suponemos, sin 
perder generalidad, k, < k 2 ( 1 ). 



Como k, es supremo, también es cota superior. Además, k 2 , por ser supremo, 
es la menor cota superior. Luego, k 2 < k,, lo que contradice (1) y prueba la uni¬ 
cidad del supremo. 

El supremo de un conjunto acotado superiormente puede pertenecer o no al 
conjunto. 
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premo 0 no pertenece aUonjunto^^ 300 ^ '° S numeros reales negativos, el su¬ 
premo también es CL pero'Ín^eJte^aso"'^^^ 5 nÚm , er0S rea,es no Positivos, el su- 
Si se consideran tos conS %£&£*** 

A = jx/xeR a 2<x<5) y 

merarPeroTlA S y i n en“ÍSS, S 5?S° ,men,e V SUPrSm ° P3ra ambos es el 


2 A 5 



Un conjunto de núírarM^S máximo que es el número 5 . 

rior o supremo y ésto pertenece a! cinjumo ^ S¡ ' íene ex,remo sa Pe- 

En camb?o!*o?'con*ir?o teZTJS'Z ~ r '»*• P»r ,o m4 „ mo . 

Definiciones análogas se establecen para cota ¡nt " 6 C ° m ° max,mo al nümer ° 0 . 
de un conjunto P a lnfer| or, extremo inferior y mínimo 

ncJro r er0S ™~ Si r - - nn 

O sea, h cota Interior de A =, v„: <«« A = x » h , 

S ' h “ C0 ' a ín ' eriW ' —«> - W h lambién es cota Inter,, 

extremo interior o cote interior mexime es te mayor cota «error. 

S decir, k es el Infimo del conjunto A si y sólo si: 

1) k es cota inferior do A, y 

2) Vk': (k' cota inferior do A = k’s k) 

Consideremos los siguientes conjuntos: 

A Ix/xeR A x > 0 f 

0 son cotas infeno'reTde A. S meaores 



0 ademas. 

C0W ° ~ ' - - ^Z^Zr r ene cota 



ijtmplo 


B (x / x e R a (x < O v x 2 < 2)} 


A ; |x / x e R a O < x < 5| 

A 

--•————o- 

O 5 


O, 1, v 2, etc., son cotas inferiores de A. 0 es el ínfimo y es mínimo 

5 6 7 etc., son cotas superiores de A y 5 es el supremo, pero no es máximo 

El conjunto A es un conjunto acotado. 

Se llama conjunto mayorante de un conjunto al conjunto de todas sus cotas 
superiores, y conjunto minorante al conjunto de todas sus cotas inferiores. 

En el ejemplo anterior, conjunto mayorante de A = {x / x > 5} y conjunto mino¬ 
rante = {x / x < 0}. . 

Obsérvese que el conjunto vacío es un conjunto acotado, pues cualquier nu¬ 
mero real satisface la definición de cota superior para <f> y también la de cota in¬ 
ferior. 

O sea, mayorante de = minorante de 6 = R- 

Por lo tanto, a pesar de estar acotado, el conjunto vacío no tiene supremo ni 
ínfimo. 


C ,) Axioma de continuidad 

Si un conjunto no vacío de números reales está acotado superiormente, enton¬ 
ces tiene supremo. .. _. 

Es decir, cualquier conjunto no vacío de números reales que admite una cota 

superior tiene una cota superior mínima que es también un numero real. 

Esta propiedad, característica del conjunto de los números reales, no se veri¬ 
fica para el conjunto de los números racionales. En efecto, existen conjuntos de 
números racionales acotados superiormente, cuyo supremo no es un numero ra- 

cional j 

Para probarlo, os decir, para demostrar que el axioma de continuidad no es 

válido para ol con|unto Q do los números racionales, basta encontrar un caso en 

que no se verifique, os decir, un contrao|emplo 

Son A ol conjunto formado por lodo* los números raciónalo» negativos, ol coro 

y los racionales positivos cuyo cundrndo os menor o Igual que 2 
Es decir, 


A |x / X€ Q A (X 1 0 V X 2 55 2)1 

Este conjunto no es vacío y está acotado superiormente por cualquier número 
racional positivo cuyo cuadrado sea mayor que 2. 

____-1- 

0 1 s/z 2 


El supremo de este conjunto A debería ser un número cuyo cuadrado es igual 
a 2 o sea, \ ~2, que no es número racional. Luego, A no tiene supremo en Q. 

' Consideremos el conjunto 3, definido por la misma regla que definió al conjun¬ 
to A, pero cuyos elementos son números reales: 



o 


B 


1 n/T 


2 


El supremo del conjunto B es \Í2, que es un número real. Luego, el conjunto 
B tiene supremo en R. 

Utilizando el axioma C, se puede demostrar que si un conjunto no vacío de 
números reales está acotado interiormente, entonces tiene ínfimo. 

De los tres grupos de axiomas mencionados se deducen todas las propieda¬ 
des que interesan del conjunto R. 

Tiene especial aplicación, en análisis, el concepto de valor absoluto de un nú¬ 
mero real y sus propiedades. 

Valor absoluto 


Definición 

Se llama valor absoluto o módulo de un número real al mismo número si es 
positivo o cero, y a su opuesto si es negativo. 


Es decir, 


í asit,a0 

l - a si a < 0 


- -<? 


De acuerdo con la definición: |5| = 5, | - 3| = - (- 3) = 3. Por lo tanto, el mó¬ 
dulo de un número real es siempre un número no negativo. 

Teoremas 

1. Va: (a V 0 => jaj > 0) 

2. Va: (|a| = |- aj) 

3. Va: (—ja¡ < a < jaj) 

4. VaVb: (|ab| = |a| |b|) 

5. Vk > 0 Vx: (|x| <ko -k<x<k) 

6. Vk > 0 Vx: (jxj >kax>k vx<-k)' 

7. VaVb: (|a+ b| < |a| + |b|) (desigualdad triangular) 

8. Vn e N Va, e R: (ja, + a 2 + .. , + a n | s ¡a,| + ja 2 j+ .. , + |a n |) 

9. VaVb: (|a| ¡bj<|a-b¡) 

10. VaVb: (¡a b| > ||aj-jb||) 

Los teoremas anteriores y otros similares se demuestran aplicando directamen¬ 
te la definición de módulo. Como esa definición consta de dos proposiciones, con- 


* En el teorema 5, la proposición -ksxskes equivalente a la siguiente conjunción de 
proposiciones: k<x a x < k. 

En el teorema 6, en cambio, no debe utilizarse la expresión -k > x > k, pues no es 
equivalente a la disyunción k>x v x > k, ya que el simbolismo indicado sólo se acepta 
para reemplazar una conjunción de proposiciones. 
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Vlfti* garwilmtnt* dMdoblnr la demostración dc cada teorema, considerando cada 

0i, °p , foblemos, como gula para este tipo de demostraciones, los teoremas 5, 7 
y i, ouyo uso es muy frecuente. 

Teorema 5 

Vk > 0 Vx: (|x| < k o -k < x < k) 

Demostración 
Primera parte: 

|x| < k =» -ksxsk 

Consideramos dos casos, según x sea o no negativo. 

a) x < 0 

Por definición de módulo: x < 0 |x| - -x. 

Por propiedades de R: x < 0 => x < -x. 

Luego, es: x < l x l-¿ 

Como por hipótesis es |x| < k, resulta x < k. 

Además, -x = |x| < k => - k •£ x . 

Luego, x<k a -k<x, que es la tesis. 

b) x > 0 

Por definición de módulo: x 2 0 => |x| - x. 

Si reemplazamos | x| por x en la hipótesis, queda. x_fE—■ 

Por propiedades de R: x a 0 => -x =£ x. 

Por transitividad: -x á x a x < k => _x — k. 

Por propiedades de R: -xsk o ~k — .. x - 
Por lo tanto, x < k a -k < x, que es la tesis. 

Segunda parte: 

-k*xs;k=» |x| s k 

Consideramos también dos casos: 

a) x < 0 

Por definición de módulo: x < 0 => |x| - x. . mhrn y 

SI en la desigualdad de la hipótesis reemplazamos en el primer miembro x 

por |x|, resulta-k <-|x|. 

Luego, es |x| < k. 

b) x > 0 

Por definición de módulo: x > 0 =>, |x| - x. 

Como por hipótesis es x < k, resulta jx| £ k. 

Este teorema permite completar la consideración de conjuntos acotados 
En'efecto,'sf un conjunto C es tal que V*c C: |x| c k, el conjunto C esta acó 
tado pues resulta -k<x<ky, por definición de cotas, -k es una cota infero y 

k “ r— p— <*» — “ 

número positivo k tal que Vx: (xe A => |x| ^ k). 

Por ejemplo, sea A = {x / 1 s x < 5}. 
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En este caso, también -5 es una cota inferior y resulta -5<x<5. Luego, 
1*1 * 5. 

Sí se considera B = {x /-4 < x < ~ 1 }, resulta también x<4, por lo cual 
4 os cota superior del conjunto B y, por lo tanto, Vx: (x e B => |x| 4). 

O sea, si es a < x < b y k es el número máximo entre |a| y |b|, entonces 
rosulta |x| < kj 

Por lo tanto, puede probarse fácilmente la siguiente propiedad: 

C es un conjunto acotado si y sólo si existe un número real k > 0 tal que 
Vx: (xf C => |x| s k). 

Ttormma 7 

VaVb: ¡a+b| < |a| + |b| 

Demostración 

Por el teorema 3, es: 

-|a| < a < |a| .a -jb|<b .s |b¡. 

Si se suman miembro a miembro las relaciones anteriores, resulta: 

— |a| - |b| < a+b < |a| + |b|. 

Pero, — (|a| + |b|) < a+b s jaj + |b| » |a+b| < |a| + |b|, por el teorema 5. 
La propiedad anterior se generaliza para cualquier número de sumandos. Para la 
demostración en este caso general debe utilizarse el principio de inducción com¬ 
pleta, que es el siguiente: Sea p(n) una proposición asociada a cada número natural 
n, que puede ser verdadera o falsa. Si se cumple: 

1 ) p( 1 ) es verdadera 

2 ) p(k) verdadera implica que p(k + 1 ) también es verdadera, cualquiera sea 

el número natural k, 

entonces p(n) es verdadera para todo número natural. 

Teorema 8 

Vne N Va¡ e R: |a, +a 2 + .. ,+a n | < |a,| + |a 2 | + ... + |aj 
Demostración por inducción 

Sea p(n) la expresión: [a, +a 2 + .. ,+a n | < 18,1 + 1321 + ... + |a n j. 

1) p( 1 ) es verdadera pues ja, | < |a, |. 

2) Vk: (p(k) verdadera => p(k+1) verdadera). 

En efecto: 

la, >a 2 + ...+a k +a k+1 | = |(a, +a 2 + .. ,+a k ) + a k+1 | 
y |(n, 1 a_, 1 .. .+aj + a k+1 | < ¡a, +a 2 + .. , + a k | + |a k+ ,| por teorema 7 . 

Además, 

|a, t a 2 r ... +a k | + |a k .,|'<'|a,| + |a 2 | + ... + |a k | + |a k _,| por ser verdade- 
m p(k). 

I’or transitividad, queda la tesis. Es decir, el teorema se ha demostrado por in¬ 
ducción completa para cualquier número de sumandos. 
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Obsérvese que el principio de inducción completa es un recurso que permite 
probar propledados válidas para cualquier número natural n. 

Observación Importante 

Si a > 0 , V~a es el símbolo que designa la raíz cuadrada positiva del nú¬ 
mero a. 

Obsérvese además que \fb* no es necesariamente igual al número b, pues 
puede probarse que ^%/b^ = |b|. 

Por lo tanto, si b < 0, es V b 2 = |b| = -b, y en este caso-índice y 
exponente no pueden cancelarse, pues V b 2 = -b # b. 

El lector debe familiarizarse con la idea de que el símbolo - b representa un 
número positivo si b es negativo. 

EJERCICIOS 

1) Demostrar las siguientes propiedades de los números «arfes: 

a) a+c = b+c => a = b 

b) ac = bc=>a = bs¡.c *0 

c) a • 0 = 0 

d) a-<-b) = — (a - b) 

e) (-a) • (-b), = a ■ b 

2) Demostrar los teoremas 1, 2, 3, 4, 6 , 9 y 10 de valor absoJuto. 

3) Demostrar por inducción completa que:. 

a) Vn: (a 2 n -b 2n ) 'es divisible por (a+b) 

b) Vn: (a n -b n ) es divisible por (a-b) 

c) Vn: (a 2n 1 +b 2n ') es divisible por (a+b) 

4) Demostrar: si x 2 = 2, entonces x no es número racional. 

5) Representar gráficamente los siguientes conjuntos de números reales: 

A = {x / |x| < 3} 

B = {x / jxj ss 5} 

C = {x / ¡x| > 4} 

D = {x / jx—2| < 4} 

E = {x / ¡x-2¡ < 3} 

F = {x / ¡x+lj < 4} 

G = (x / |x- 6 | < 1 v x = 8 } 

H = {x / x < 1 v x > 3} 

L = (x / x < 2 a x > — 1} 

M = {x / x < 1 a x > 2} 

N = jx / |x+1| > 4} 

P = {x / |x-2| > 0}_ 

S = {x / O < |x+2| W 5} 

T = {x / 0 < |x+3| < 1 v x = 1 } 

V = )x/3< |x-2(<5} .. ' 
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6) 81 existen, hallar cotas, extremos, máximos y mínimos de los conjuntos ante¬ 
riores. 

7) Indicar cotas y extremos, si existen, de los siguientes conjuntos incluidos en R: 

A = {x/ — 1 <x<3 v x = 5} 

B = {x/x =1 v4<x<6¡ 

C = jx/x = -i- a nefvjj 

D = jx / x = - 1 — a n € Nj 

E = íx/x = -- 2n a hín] 

t 2n+1 J 

F = fx / x — — - n+1 AneN] 

(. n+2 ) 

G = j^x / x = —a n e N j 

L = {x / x 2 > 5 a x < 0} 

M = {x / x 2 < 3 a x < 0} 

N = {x / x 3 < 7} 

P = j^x / (x = —- ^ 5 ahcnJ v |x+ 4 | < 1 j 

H) Indicar cuáles de los conjuntos anteriores tienen máximo o mínimo. 

9) Siendo A = {x / Jx— 11 < 3 a |x+ 1 |> 4 } y 

B = j^x / x = 1 a n e , hallar A n B. 

10) Hallar xe R tal que 2x-2 < |3x-2| a |3x—2| < 3x-1. 

11 ) ídem si — +2 < 1 

x -2 

12 ) Idem si >2 

x +1 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPITULO 1 
Sección I 


1) d) 

P 

~P 

~(~P) 

P <=> ~ (~P) 


V 

F 

V ' 

V 


F 

V 

F ■ 

V 



V V V 

V F F 

F V F 

F F F 


F F 

F V 

V F 

V V 


(P a q) 


~p v~q 


V V V F 

V V F F 

V F V V 

V F F V 

F V V F 

F V F F 

F F V V 


(P a h) 


a) 3xe R/Vye R: x > y 

b) 3 x/x€Ra x^Q 

c) 3x7 ~p(x) v Vy: ~q(y) 


d) Vxe N: x + 1 > x 

e) (q a p) v (~p a r) 

f) (p a r) v ~q 


5) a) V 

6) a) ~| 


c) no es suficiente d) F 
c) p v q d) P 


e) no es suficiente 


Sección II 


1) 

c) A U B = A A n B 

B x A = ó A B 

= <b 

= A 

A x B = <!> 

B - A = é 


3) 

II 

s- 


= l(a;a)} 

^3 


= Ua;b)> 


= l(b;a)} 

'Ke 


= {(a;a),(a;b)} 


= {(a;a),(b;a)} 

Rs 


= {(b;b),(b;a)} 

'Ru 

= {(a;b),(b:a)} 

R-\Z 


^ 13 = {(a;a),(b:b),(b;a)} 

Ru 

= {(a;a),(a:b),(b:a)} 

Xis 


= A? 





Sección III 


1) b) c / O => 3c ' / (a c) ■ c ' = (b ■ c) • c 1 => a ■ (c ■ c ') = d • (c • c 1 ) => a 

c) a = a • 1 = a (1 ^0) = a • 1 + a ■ O = a - a • O y también a = a-0 
Luego, a + a0 = a+0=»a-0 = 0 

d) a( b) = a(-b) + 0 = a(-b) + ab - (-ab) = 

= a(-b+b) + (-ab) = a -0 + (-ab) = -(ab) 

3) a) 1) n = 1: a 2 -b 2 = (a^b)(a-b) => a 2 b 2 = m-(a- L b) 

2 ) n = h: a 2 h -b 2h = kfa-'-b) (hipótesis inductiva) 
n = h- 1 : a 2,h ” b 2lh ” = k' (a-b) (tesis) 

Demostración 

a 2lh " b 2lh ” - a 2h 2 b 2h 2 = a 2h ■ a 2 b 2h ■ b 2 = 

= a 2h • a 2 - b 2 h -b 2 - a 2h • b 2 a 2h • b 2 = a 2 h -(a 2 -b 2 ) - 
+ b 2 (a 2h -b 2h ) = a 2 h (a-b)(a -b) + b 2 k(a-b) = 

= r(a+b) + s(a+b) = k'(a+b) 


5) A = (x / -3 < x < 3} 

B = {x / ~5 s x s 5} 

C = {x/x>4 v x< -4} 
D = {x / 2<x<6| 

E = {x / 1 s x s 5} 

F = {x/ 5<x<3) 

G = (x / 5 < x < 7} U 18} 

H 

L 

M = </> 
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OC9 • LO OtJ- • CO • LO 


T-|x/ 4 ■ x < 2 a xí - 3 } u {i} 

V íx/ 3 - x < i v 5<x<7| 

M) A Cotas superiores: 3 , 4 , \ H~ 
Conjunto mayorante = {x / x s 3 } 
Colas inferiores: - 3 , 6 , -\T 

Conjunto minorante = {x/xs- 3 } 

B Conjunto mayorante = {x/x> 5 |. 
Conjunto minorante = {x / x s - 5 } 

C No está acotado 

0 : Conjunto mayorante = (x/x> 6 ¡. 
Conjunto minorante = {x / x s - 2 } 

L Conjunto mayorante = {x/x > 5 }. 
Conjunto minorante = {x / x s - 1 }. 

I Conjunto mayorante = {x / x > 3 }. 
Conjunto minorante = {x/xs - 5 }. 

G: Conjunto mayorante = {x / x > 8 }. 
Conjunto minorante = íx / x s 5 }. 

II No está acotado 

I Conjunto mayorante = {x / x > 2}. 
Conjunto minorante = {x/xs -1}. 

M Es el conjunto vacío. Está acotado, 
N No está acotado 

I I No está acotado 

S Conjunto mayorante = {x / x s 3 }. 
Conjunto minorante = {x/xs - 7 }. 

I Conjunto mayorante = {x/xsl}. 
Conjunto minorante = {x/xs- 4 }. 

V Conjunto mayorante = {x / x > 7 }. 
Conjunto minorante = {x/xs- 3 }. 

^ytl) A Conjunto mayorante = {x/x> 5 }. 
Conjunto minorante = {x/xs-i} 

'* Conjunto mayorante = {x/x& 6 {. 
Conjunto minorante = {x/xsi}. 

1 Conjunto mayorante = {x/x> 1 }. 
(Conjunto minorante = {x/xsO}. 


-v+H+o-i+f+o- 
-4 3 -2 


5 < x s 7 } 

- •U+H+O — 

-3 -1 

-0 //////• 

5 7 

3, 4, vTT... 



= {x/x> 3 ) 

~ 3 , 6 , -\ 17 , 

Supremo: 3 . 

No hay máximo 

= {x/xs -3} 

ínfimo: - 3 . 

No hay mínimo 

= {x/x > 5 }. 

= {x/xs -5}. 

Supremo: 5. 
Infimo: -5. 

Máximo: 5 
Mínimo: -5 

= {x /x a 6}. 

= {x/xs -2}. 

Supremo: 6. 
ínfimo: 2. 

Máximo: 6 
Mínimo: 2 

= {x/x > 5}. 

= {x / x s -1}. 

Supremo: 5. 
ínfimo: -1. 

Máximo: 5 
Mínimo: 1 

= {x /x > 3}. 

= {x/xs-5}. 

Supremo: 3 . 
ínfimo: -5. 

No hay máximo 
No hay mínimo 

= {x /x > 8}. 

= íx/x s 5}. 

Supremo y máximo: 8 

ínfimo. 5. No hay mínimo 

= {x / x > 2}. 

= {x/x S - 1 }. 

Supremo: 2. 
ínfimo: 1. 

No tiene máximo 
No tiene mínimo 

Está acotado, pero no tiene extremos 

= (x/x> 3 (. 

= {x/xs -7}. 

Supremo: 3 . 
Infimo: 7. 

Máximo: 3 

Mínimo: 7 

= {x/x> 1}. 

= {x/xs 4}. 

Supremo: 1. 
Infimo: - 4. 

Máximo: 1 

No tiene mínimo 

= {x / X > 7 }. 

= {x/xs- 3 }. 

Supremo: 7 . 
ínfimo: -3. 

Máximo: 7 
Mínimo: -3 

= {x/x > 5}. 

= {x / X S -1}. 

Supremo y. máximo 
Infimo y mínimo: 

5 

-1 

: {X / X Sr 6{. 

; |x/xsl¡. 

Supremo y máximo: 
Infimo y mínimo: 

6 

1 

; {x/x > 1}. 

: {x/xsO}. 

Supremo y máximo: 
ínfimo: 0. 

1 

No tiene mínimo 
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D: Conjunto mayorante - (x / x > -1}. Supremo y máximo: -} 

Conjunto minorante = (x/x<0 ). ínfimo: 0. Nr nay mínimo 

E: Conjunto mayorante = {x /x > 1 }. Supremo: 1 . no hay máximo 

Conjunto minorante = {x/x<|} Infimo y mínimo: | 

F. Conjunto mayorante = ¡x/x>3(. Supremo: 3 No hay máximo 

Conjunto minorante = {x/x<A}. ínfimo y minino: ± 

G: No está acotado superiormente 

Conjunto minorante = {x/x< i). ínfimo y mínimo: i 

H: Conjunto mayorante = )x/x> 1 l}. Supremo y máximo: 11 

Conjunto minorante = {x / x < 2}. ínfimo: 2. No hay mínimo 

L. Conjunto mayorante = {x/xs-v-'T). Supremo: -VlT No tiene máximo 
No esta acotado interiormente 


M: Conjunto mayorante = {x/x> 0 }. Supremo: 0 

Conjunto minorante = {x / x s -\/ 3 }. ínfimo y mínimo: 

N: Conjunto mayorante = {x / x > v^} Supremo: VT. 

No está acotado inferiormente 


No tiene máximo 

-V 3 

No tiene máximo 


P. Conjunto mayorante - {x / x > 6 }. Supremo y máximo: 6 

Conjunto minorante = {x/xs- 5 }. ínfimo: -5. No tiene mínimo 

9) A n B = -^x / x = J a ní N a naioj- 

10) x>-l 


11) x < 0 

12) (x>0 vx<-|| A xí-1 
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2. CONJUNTOS DE PUNTOS 


I. Intervalos y entornos 

V J2ET TTlT establece una correspondencia entre puntos de una recta 
yHámtrosreales, de tal orma que a cada número real le corresponde un punto de a 

22! n t PU í 6 ia reda Un ÚniC ° nÚmero reaL La ^ecta recibe el nombre de 

RKlrJnente d, ™ ns,on * Punto o número real se usan 


a Oí b 

áa mu , nh« CO a reSPO ( ndenCÍa en,re pun,os y números reales facilita la interpretación 
Nlh amhnmrTh ™ 10065 y COnstituye un aux 'liar poderoso para su comprensión. 
KmMh Ha h vf w e enerse en cuenta que. si bien cualquier representación qráfica es 

wS£iSSL zsr de ~" ,tene 

A Continuación se consideran algunas definiciones útiles. 

Intervalo* 

■lando a < b: 

* , ambos:° ^ " 4 ™ raS P« a, 

fa:b] = (x/xíRa a<x<b} 


I * Innullud del intervalo [a;b] es el número positivo b - a. 
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2) Intervalo abierto (a;b) es el conjunto de números reales comprendidos entre 
ay b: 

(a;b) = {x/xeR a a<x<b} 

-o-o- 

a b 

La longitud de (a;b) es también el número positivo b - a. 

3) Intervalo semiabierto a izquierda o semicerrado a derecha (a;b] es el con¬ 
junto de números reales formado por b y los números comprendidos entre a y b: 

(a;b] = {x/x€ R A a < x < b} 

-o-•- 

a b 

Análogamente se define el intervalo [a;b). 

También, 

longitud de (a;b] = longitud de [a;b) = b - a. 


Las definiciones anteriores se pueden generalizar considerando la semirrecta 
y la recta como intervalos no acotados, lo que se expresa utilizando los símbolos 
+3c y -dc. Estos símbolos deben ser considerados con especial atención, recordando 
que se usan solamente por conveniencia de notación y nunca como números reales. 



[a;+=c) = {x/x > a} 



(b;+=c) {x / x > b} 



(-=e;c] = {x / x < c} 
( —x;d) = {x/x<d} 


(-x;x) = (x/xfR) 


Entorno 

Si a es un punto cualquiera de la recta real y h un número positivo, entorno de 
centro a y radio h es el intervalo abierto (a-h;a+h). Se lo designa E(a,h). 

E(a,h) = {x/a-h < x < a+h} 
o E(a,h) = {x/|x-a|<h} 
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Los entornos suelen designarse indicando solamente el centro, por ejemplo. E(a) 


Entorno reducido 

Si a es un punto cualquiera de la recta real y h es un número real positivo, 
entorno reducido de centro a y radio h es el conjunto de puntos del intervalo abierto 
(a n;a^h) del cual se excluye el punto a. Se lo designa E' (a,h) o E'(a). 


E'(a,h) = {x/x^a A a-h<x<a-h} 
o E'(a.h) = {x /0 < ¡x-aj < h} 



a -h a a + h 


Obsérvese que exigir 0 < jx aj equivale a exigir x* a pues ¡x ai 
= 0 <=> x = a. 

De acuerdo con una propiedad de los conjuntos acotados (pág. 19 ), cualquier 
conjunto acotado puede incluirse en un intervalo cerrado. 

En efecto, si C está acotado, existe un número real positivo k tal que para cual¬ 
quier elemento x del conjunto C se verifica: jxj < k. Por lo tanto, el conjunto C 
está incluido en el intervalo cerrado [ - k;k]. 

Por ejemplo, 

A = (x/-2<x<<6(=> A c [ 6:6], 

Un conjunto acotado está siempre incluido en un entorno con centro en el origen 
Si C = {x / ¡xj s k} y h > k, entonces C está incluido en el entorno E(0 h) 
de centro en el origen y radio h. 

En el ejemplo anterior el conjunto A está incluido en un entorno de centro en el 
origen y radio 7. En este caso debe tenerse en cuenta que el entorno de centro en 
e origen y radio 6 no incluye al conjunto A, pues el entorno es un intervalo abierto 
y el número 6 pertenece al conjunto A pero no pertenece al entorno. 

Existen, entonces, infinitos entornos que incluyen al conjunto A, pero en este 
caso ninguno de ellos tiene un radio mínimo. 

Si se considera el conjunto B = {x / 5 < x < 7}, en este caso el entorno E(0 7) 
es el entorno centrado en el origen de menor radio que incluye al conjunto B. 

EJERCICIOS 

I) Escribir como intervalos y, si es posible, como entornos los siguientes conjuntos: 

A = jx/2<x<4j B = {x / 1 < x 3f 

' x / -7 < x < -2) D = {x / - 1 < x < 3} 

x/-3<x<1} - {- 1 } G = {x / -3 < x < - 1 } 

x / x -2j < 5} L = {x / ¡x + 2¡ s 3} 

M ¡x / 0 < ¡x-3¡ < 1 } N = {x / 0 < jx j - 4 ¡ < 2} 

.') Para los conjuntos anteriores, hallar: 

«) AnB b) D F 0 ) LnÑ 
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3, Para cada uno de los siguientes cxxrjun.os. da, un entorno con centre en el origen 
que lo incluya: 

A , v/ B = {x / 10 < x < 7} C = {x / - 6 < x < 6} 

Si jx, 3 <l*M E = {x/[x|<2l F ‘ 

4, Para cada conjunto dar. si existe, e, entorno con centro en e, ongen de atener 
radio que lo incluya: 

A - íx/ 1<x<4) ■ S' Íx/1<x: 6 ' 2 | 

r = íx/ _ 3 sxs7t D = {x/ -5<xs ¿\ 

E - Ix / 2 < x s 9> F = |x / 4 < x < 5} 

5) Para cada cen,un,0 dar, s, existe, un enlomo de radio mínimo que lo incluya! 

. _ / ,. 7 t B = (2:5] 

C =[x/x = ^ a neNj D = (x/x = (-■ D"* n€N ] 

6) Escribir cada conjunto como intervalo y, si es posible, como entorno: 

a _íy/_ü—5_> 2 ] B = íx / |x 2| + ]2x- 11 < 4} 

E = |x/1< |2-x| < 3 a ;x -1 j < 2} 

II. Punto de acumulación 

Si C es un conjunto de puntos 5 jj® ¿J'l^lnenece poTlo menos un punto de C. 
lación de C si a todo entorno re u c | a definición exige que en 

as :r - c — de , ^, 

Es decir: , 

a punto de acumulación de C » VE'(a) 3x/(xe C a xe a 

o a punto de acumulación de C <=» Vh > 0 ix / (x e C a 0 

o a punto de acumulación de C <=> VE (a). E la) n C 


C 



a-h a x a + h 


1) sfel conjunto C es un intervalo V 

2) famti?n n i U os 0 elmos n son puntos de acumulación de C aunque no pertenecen 
al conjunto. 


3) El conjunto N de los números naturales no tiene puntos de acumulación. Si a es 
cualquier número natural, basta considerar un entorno reducido de centro a y 
radio h < 1, y a ese entorno reducido no pertenece ningún número natural. 
Esto prueba que ningún número natural es punto de acumulación del conjunto N 

0 < h < 1 


a-h a + h 



Mediante un recurso similar puede probarse que ningún número real es punto de 
acumulación del conjunto N. 

4) El conjunto Q de los números racionales tiene a todos los números reales como 
puntos de acumulación. El conjunto R de los números reales tiene a los números 
reales como puntos de acumulación. 

5) El conjunto A = j^x / x = ——— a n e N j tiene un único punto de acumulación 
que es el 1. 

Conjunto derivado 

El conjunto formado por todos los puntos de acumulación de un conjunto C es el 
conjunto derivado de Q y se designa C’. 

De acuerdo con los ejemplos anteriores: 

1) C = [a;b] => C' = [a;b] 

2) C = (a;b) => C’ = [a:b] 

3) N' = ó 

4) Q' = R R'= R 

5) A' = {1} 

Negación 

Para probar que un punto no es de acumulación de un conjunto, basta encontrar 
un entorno reducido del mismo al cual no pertenezca ningún elemento del conjunto, 
como se ha hecho para probar que el conjunto N no tiene puntos de acumulación. 

Es decir, a no és punto de acumulación del conjunto C si y sólo si existe un 
entorno reducido de a al cual no pertenece ningún punto del conjunto, que es la 
negación lógica de la definición de punto de acumulación. 

a no es punto de acumulación de C 3E'(a) / Vx: (x e C => x i E'(a)) 

o a no es punto de acumulación de C c=> 3E (a) / E'(a) n C = <h. 

El recurso que se utilizó para probar que el conjunto N no tiene puntos de acu¬ 
mulación es válido para demostrar que cualquier conjunto finito no tiene puntos de 
acumulación, o su contrarrecíproco, según el siguiente teorema. 

Teorema 

Si a es punto de acumulación del conjunto C, entonces cualquier entorno del 
punto a tiene infinitos puntos de C. 
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3) Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con centro en el origen 
que lo incluya: 

A = {x / - 2 < x < 4} B = {x / -10 < x < 7} C = (x / - 6 < x < 6} 

D = {x/-3 < x < 4} E = {x / jxj < 2} F = {x / ¡xj s 2} 

4) Para cada conjunto dar, si existe, el entorno con centro en el origen de menor 
radio que lo incluya: 

A = {x / 1 < x < 4} . B = {x / - 9 < x < 6} 

C = lx/-3<x<7j D = |x/~5<x<-2| 

E = {x / 2 < x s 9} F = {x / 4 < x < 5¡ 

5) Para cada conjunto dar, si existe, un entorno de radio mínimo que lo incluya: 

A = ( 3:7) B = (2:5] 

C = j^x/x = “ a n e N j D jx / x = M)" a ni !\lj 

6) Escribir cada conjunto como intervalo y, si es posible, como entorno: 

A = [x / X " 3 > 2] B = {x/|x-2| + |2x 1 j < 4} 

c-S*'^' 5 ] d - S’ </Ji r L>2 l 

E = |x / 1 < ¡2 —xj <3 a [xM¡ < 2} 

II. Punto de acumulación 

Si C es.un conjunto de puntos de la recta real, un punto a es punto de acumu¬ 
lación de C si a todo entorno reducido de a pertenece por lo menos un punto de C. 
El punto a puede pertenecer o no al conjunto C, pero la definición exige que en 
cualquier entorno del punto a exista por lo menos un punto de C distinto del punto a. 
Es decir: 

a punto de acumulación de C VE'(a) 3x/(xeC a xe E'(a)) 

o a punto de acumulación de C <=> Vh > 0 3x / (x e C a 0 < ¡x-a¡ < h) 

o a punto de acumulación de C c=> VE’(a):' E'(a) n C ^ ó 


C 



a -h a xa+h 


Ejemplos 

1 ) Si el conjunto C es un intervalo cerrado, todos sus puntos son de acumulación. 

2 ) Si el conjunto C es un intervalo abierto, todos sus puntos son de acumulación y 
también los extremos son puntos de acumulación de C aunque no pertenecen 
al conjunto. 
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cualquier numerosa™ de acumulación. Si a es 

radio h < 1 y a ese entorno r™ derar t0rno reducid o de centro a y 

Esto prueba que ningún número natural 

0 < h < 1 

-•-•_ a _. a-h a + h 

1 2 3 *-*-1^-0—t*-• 

a 

2S5SS ZZZXZr* <*» real es pumo q e 

punios de acumulSóa E^onjuntoR 5 loTn 8 IOd ° S " umer08 reales «“0 
reales como puntos de acumulación. cmeros reales tiene a los números 

5) El conjunto A = íx / x = - n + 5 A n , .. >.. 

I n n e N j tlene en único punto de acumulación 

que es el 1. 

Conjunto derivado 

conjunto derivado eteQrjyTe designad n, ° S ^ acumulación de un conjunto C es el 
De acuerdo con los ejemplos anteriores: 

T ) C = [a;b] => C' = [a;b] 

2) C = (a;b) => C’ = [a;b] 

3) N' 1 

4) Q' = R R'= R 

5) A' = {tj 

Negación 

un enlomo reducido**!"írtsmo"il cuíno^ert^ 0 '"" d6 “ 00 " iur "°' b »taenconlrar 
como se ha hecho para pr«a, quí e, ZSo N 2 T” dei 

Es decir, a no es punto de acumulación doi 1606 puntos de acumulación, 
enlomo reducido de a al cual no Deponer conjunto C si y sólo si existe un 

negación lógica de la definición de puS de acumulLcSn ° ^ C ° njUn, °’ QUe 65 ,a 

no es punto de acumulación de C « 3E'(a) / Vx: ( x€ c ^ £ } 

no es punto de acumulación de C <=> 3E' (a) / E ' (a) n c _ ^ 

mulacrón^^váNdo para^emostra^que^ual 6 ? “T"' 0 N n ° t¡ene ^os de acu- 
acumu,ación, o su contrarrecíproco, según eísiguSeorema. "° PÜ " , ° S * 

Teorema 

punto a tiene^nfi^tos píntosde 0° ^ C ° njUnt0 C ' entonces cualquier entorno del 


Demostración 

Utilizaremos un método indirecto, por reducción al absurdo. 

Sea E (a) un entorno reducido del punto a, al cual pertenecen solamente 
n elementos de C, o sea, un número finito de elementos de C. 



Entre los n puntos de E'(a) hay uno de ellos cuya distancia al punto a es •*' 
nima. Sea x, dicho punto. 

Es decir: 

3x, / Vn * i: |x, — a¡ < ¡x n -a¡. 

Por lo tanto, basta considerar cualquier entorno reducido de’ P unt0 a cu y° 
radio sea menor que dicha distancia para asegurarnos que a dichf entorno reducido 
no pertenece ningún punto de C. 

Elijamos, por ejemplo, un entorno reducido cuyo radio -ea la mitad de dicha 
distancia. Al conjunto E ^ - — - a ^ no pertenece ningú r punto de C. Esto im¬ 

plica que a no es punto de acumulación de C. Come por hipótesis a es punto de 
acumulación de C, queda probado el teorema por contradicción. 

Como ya se ha visto, el contrarrecíproco del teorema anterior permite deducir 
que si un conjunto tiene un número finito de elementos, entonces no tiene puntos de 
acumulación. 

El teorema recíproco es falso, pues existen conjuntos que tienen infinitos ele¬ 
mentos y no tienen puntos de acumulación, como el conjunto de los números natu¬ 
rales y el conjunto de los números enteros. 

Sin embargo, si un conjunto infinito está acotado, puede asegurarse la existencia 
de por lo menos un punto de acumulación. Esta importante propiedad se demuestra 
en el siguiente teorema. 

♦ Teorema de Bolzano-Weierstrass 

Si un conjunto infinito está acotado, entonces dicho conjunto tiene por lo menos 
un punto de acumulación. 

Demostración 

Sea M un conjunto de números reales infinito y acotado y [a;b] un intervalo 
cerrado que lo contiene. 

Es decir, 

M c [a:b]. 

Consideramos un conjunto auxiliar C, formado de la siguiente manera: 

C = jx / x = a v [a;x] tiene un número finito de elementos de M}. 

C no es el conjunto vacío, pues ae C. Es decir C A <f>. 

Además, como consecuencia de la hipótesis, [a;b] tiene infinitos puntos de M, 
y entonces b^ C. 
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T SUPer " r de ' CO " ,Ur " 0 C ' P “ es 65 ««« 

,iene ^ 81 

Luego, a < k < b. 

Caben dos posibilidades: 

ke C y k/C. 

k - e k + e 

* -• - • - • - • _ 

3 k b 

al ser k el su^rrode C = si elegimos Sui^n " SUbC0njunt0 finit0 de M - Ahora bien, 
vnlo [k;k+e] tiene infinitos puntos de M, pues deto^So'[aV+S'? T 

mero finito de elementos de M y el número k + e pertemecería fr ín ‘T " 3 V" " U ' 

que k no es el extremo superior. pertenecería a C, lo cual implicaría 

«ene por lo menos un pumo' xe'u tal pie™ * + x '¿ T"f """ ,0S Punlos tl9 “• 

«o sjs™ *~ «*> 

r, —--—’ entonc es [a,k] tiene infinitos puntos de M Para ,„i 

que sea menor que k-a, el intervalo fa k-fi „ a cual< 3 uier e > 0 

de M. En efecto, si k es el supremo de C entre k e v k n “ mero finit0 de elementos 

por lo tanto, [a;x] tiene un número Sito TelmenZ de m'i ^ T* X6C 
la misma propiedad. elementos de M. Luego, [a;k-e] tiene 

Ahora bien, si el subconjunto de M contenido en ía k-et •. 

en [a;k] es infinito, el conjunto Tk-e kl tiene infinita . es fin| to y el contenido 
<°. vr>0 en el Intervalo [k £<]haylSm?, TcT,T * M y ' »° r '° 

O sea, k es punto de acumulación de M. 0,116 x ^ k 6 y x ^ k. 

demostración ^‘encuentra aTa'izquieida de'toíd™' 3 ™"’ ha " ad ° P ° r 6S,a 

Conjunto cerrado 

cerra*S? 88 «-omina 

de acumulación. S ' y S °'° 51 le P er, enecen todos sus puntos 

C cerrado « Va: (a punto de acumulación deC^aeCI 
Ejemplos h 

. 

. 

don E " efeCl0, SM ° Un C ° niun, ° »oe no «ene ningún punto de acumula . 

ver Mra ** C “ “"i"'» — — ser 
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si a es un punto de acumulado' de C, entonces a pertenece a C. 

Pero el antecedente de esta imn!Y¿ción es falso, pues C no tiene ningún punto 
de acumulación. 

Luego, la implicación as verdadera, pues cualquier implicación con antecedente 
falso es verdadera, de acuerdo con la tabla de verdad correspondiente (pág. 4 ). 

or lo tanto, el conjunto N y el conjunto Z, que no tienen puntos de acumu¬ 
lación, son conjuntos cerrados. 

Cualquier conjunto finito es también un conjunto cerrado, pues según el con- 
trarreciproco del teorema visto en la página 31, no tiene puntos de acumulación, 
or la misma razón anterior, el conjunto vacío es un conjunto cerrado. 
Obsérvese que, de acuerdo con ía definición, un conjunto es cerrado si y sólo si 
incluye a su conjunto derivado. 

En efecto, C es un conjunto cerrado si y sólo si 

Va: (a punto de acumulación deC = ae C) <=> 

« Va: (ae C' =- ae C) <=> (C 1 c C) 

Negación 

Un conjunto no es cerrado si y sólo si tiene un punto de acumulación que no 
le pertenece. 

C no es cerrado <=> 3a / (a punto de acumulación de C a C) 

Ejemplos 

El conjunto Q de los números racionales no es cerrado, pues sus puntos de 
acumulación son los números reales y, de éstos, los irracionales no pertenecen a Q. 

Es^decir, Q no es cerrado, pues, por ejemplo \Í2 es punto de acumulación de 
Q y v 2 ¿ Q. 

E ‘ ' n,erval ° semiabierto (a;b] no es cerrado, pues a es punto de acumulación 
de (a;b] y ai (a;b). 

Teorema 

La intersección de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 

Demostración 

¡untn^rprraHn h Í° S COn J UntOS cerrados - Para probar que su intersección es un con- 
rpc p P A D d be probarse que Sl 3 es un P unt ° de acumulación de A n B, enton- 

uco 3 t A M lj. 

nido S Hp? h ? Unt ° acumulación de A n B, por definición, en todo entorno redu- 
reduddo del nMntn P p n h 0 X ^ P f enece al con i unto A n B. O sea, en todo entorno 
Ll coniunto B Pn? i TV" P , X qUe Pert6neCe simultáne3 mente al conjunto A y 
puntc^de acumulación d^B. 6 ^ 3 65 PUn *° * d * A * tambié " 

necpn°p c 0 H y B SO ; “ n,UntOSCerrado s. ‘odos sus puntos de acumulación les perte- 
. Es decir, ae Ay también ae B, lo cual implica que ae A n B 

conj^íto < cerrada ¡lar P “ ed8 P, ° barSe " U9 ' a unlón * dos « » 
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i Teorema 

Fl conjunto derivado de un conjunto A es un conjunto cerrado. 

Demostración 

I robar que A es un conjunto cerrado es probar que le pertenecen todos sus 
puntos de acumulación. 

Es decir, hay que probar: a punto de acumulación de A’ => ae A'. 

Pero probar que a e A', equivale a probar que es punto de acumulación de A. 
Por lo tanto, el teorema consiste en probar que cualquier punto de acumulación 
do A’ también es punto de acumulación de A. 

Si a os punto de acumulación de A', a todo entorno reducido del punto a, de radio 
* • 0, pertenece un punto x de A'. 

_ o __ o _x -8 x 8 

a “ e a ex a-e 

Corno x e A’, x es punto de acumulación de A, y en todo entorno reducido del 
punto x hay un punto ce A. 

Podemos elegir siempre un entorno reducido de centro x, con un radio 8 > 0 
tal que E'(x,8) c E'(a,e). 

Luego, el punto ce E'(a,e). 

Y, por lo tanto, en cualquier entorno reducido del punto a se puede encontrar un 
punto c que pertenece al conjunto A. 

Es decir, a también es punto de acumulación de A, y el teorema queda probado. 

♦ Conjunto compacto 

Un conjunto es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. 

Ejemplos 

Un intervalo cerrado es un conjunto compacto. 

R no es compacto pues no está acotado. N no es compacto por la misma razón, 
t conjunto {a.b} es compacto, al igual que cualquier conjunto finito. 

♦ Conjunto denso en sí 

Un conjunto es denso en sí si y sólo si todos sus puntos son de acumulación. 
Es decir, 

C denso en si <=> Va: (a e C => a punto de acumulación de C) <=^ 
o Va: (afC=> ae C'). 

derivado ' 0 tan, °' ^ C ° njUnt ° ® S dens ° en sí si V sól ° si está inclu 'do en su conjunto 

C denso ensí a Ce C'. 

Ejemplos 

El conjunto R de los números reales es denso en sí, pues todos sus puntos son 
de acumulación. 
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El conjunto Q de los números racionales también es denso en sí, pues todos sus 
puntos son de acumulación. 

N y Z no lo son, pues ninguno de sus puntos es de acumulación. 

Nota: Al comienzo el lector debe' poner especiat-at e n c ión para diferenciar las 
definiciones de conjunto cerrado y conjunto denso en sí. 

♦ Conjunto perfecto 

Un conjunto es perfecto si ,y sólo si es cerrado y denso en sí. 

Es decir, un conjunto es perfecto si es igual a su conjunto derivado. 

En efecto, si C es cerrado, entonces su derivado está incluido en él, y si C es 
denso en sí, entonces su derivado lo incluye. Por lo tanto, C'cC a CcC'. 
Luego, C = C\ 

Ejemplos 

R es un conjunto perfecto, pues R' = R. 

Un intervalo cerrado es un conjunto perfecto, pues [a;b]' = [a;b], 

Q no es perfecto, pues es denso en sí pero no es cerrado. 

Z y N no son perfectos, pues son cerrados pero no son densos en sí. 

EJERCICIOS 

1) Dar el conjunto derivado de cada uno de los siguientes conjuntos: 


A = (-2;5) 

B = (1 ;7] 

C = [0;4] 

D = ¡x/xíZa [x—2| < 5} 

E = {x/xeQ a |x-2| < 5} 

F= {x/x e R a |x - 2 | < 5 } 
G = {x/xeR a ¡x— 1 | <3} 


H = {3,4,5} 

L = |x / x = A n e n| 

M = {x/xeR A 0 < [x—3| < 2} 
N = {x/xeQ A |x| > 1} 

P = -fx / x = - 3n + 5 a n e n| 

S = { 


x / x = 


4n-l 

4n 2 + 1 
2 n-1 


a nf N 


'} 


2) Indicar cuáles de los conjuntos anteriores son cerrados. 

3) Dar el conjunto derivado de cada uno de los siguientes conjuntos: 

A = {x/xeQ a (¡x-11 < 3 v x = -3)} 

B jx / x = a n e n| 

C {x / x e Q a (|x-2| <1 vx = 0)¡ 
n {./.-i.níM} 
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I - |x / x ——— a ne n! 

l 2n-*• 1 J 

f - i x / x - 5n 1 - a n e n) 
l 10n^1 / 

Q - { x / x = -5^- a n e N j 
l n 2 3 .+ 2 J 

H - jx / x ( 1) n a ne n| 

4) Indicar cuáles de los conjuntos anteriores son cerrados. 

|) Clitilflcfir los conjuntos del ejercicio 1 y del ejercicio 3 en conjuntos compactos, 
dtnsos en si y perfectos. 

(I) Demostrar que la unión de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 

7) Demostrar que la intersección de un número finito de conjuntos cerrados es un 
conjunto cerrado. Idem para la unión. 

I) Probar que si A c B, entonces A’ c B\ 

III, Punto interior 

Un punto a, perteneciente a un conjunto C, es punto interior al mismo si y sólo 
•I existo un entorno de a totalmente incluido en C. 

Es decir, 

a punto interior aCoaeC a 3E(a) / Efa) c C. 

Al conjunto de puntos interiores al conjunto C lo designamos C¡. 
templos 

1) Cualquier número real es interior al conjunto R de los números reales. 

0 aofl, R, R 

’¿) Un número racional no es interior al conjunto Q de los números racionales, 
pitea en todo entorno de un número racional hay números irracionales que no per- 
lenecon a Q Luego. Q, = <f>. 

3) Todos los puntos de un intervalo abierto son interiores a él. 

4) Tlcon|untoC = -|x/x = — a n e n| no tiene puntos interiores. O sea, 

CJ| » t/i 

Conjunto abierto 

I ( 

Un conjunto A es abierto si y sólo si todos sus puntos son interiores. 

Un ncuordo con los ejemplos anteriores, R es un conjunto abierto y Q no es un 
nnn|unln abierto. 

I I Intervalo abierto (a,b) es abierto. 

I I Inlnrvnlo semiabierto (a.bj no es abierto, pues b pertenece al conjunto y no es 
un punió Interior al mismo. 

I I con|unlo C no es abierto, pues, por ejemplo, 3£ C y 3 no es interior a C. 
Obnórvoso que el conjunto R de los números reales es un conjunto abierto y 
• '«nudo I o mismo sucede con el conjunto vacío ó. 

I n i.amblo, el intervalo (a,b] no es ni abierto ni cerrado. 
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Teorema 


La unión de dos conjuntos abiertos es-m conjunto abierto. 

Demostración 

Sean A y B conjuntos abiertos. Jebe probarse que cualquier punto que perte¬ 
nece al conjunto Au Bes interior 4 mismo. 

Es decir, debe probarse que tfx: (x e A u B => x interior a A u B). 

Si x e A u B, entonces xeA v xe B. 

Supongamos x e A. Cor.o A es abierto, x es interior al conjunto A. 

Luego, existe un entono de x incluido en A. O sea, 

3E(x) / E(x) c A. 

Pero, por consecuencia de la definición de unión: A c A u B. 

Luego, por traisitividad de la inclusión: 

E(x) cAaASAuB=> E(x) £ a u B 
y el teorema queda probado. 

Si x e B se razona análogamente. 

♦ Teorema 

Si un conjunto es abierto, su complemento es cerrado. 

Demostración 

Sea A un conjunto abierto y B su complemento, de acuerdo con la definición 
dada en la página 9. Es decir, B está formado por todos los puntos del universal que 
no pertenecen a A. 

Si consideramos un punto cualquiera a del conjunto A, como A es abierto, todos 
sus puntos son interiores. Por ello, existe un entorno del punto a totalmente incluido 
en el conjunto A. A dicho entorno, entonces, no pertenece ningún punto de B, y por lo 
tanto a no es punto de acumulación de B. 

Luego, todos los puntos que no pertenecen a B no son puntos de acumula¬ 
ción de B. 

Es decir, a £ B => anoes punto de acumulación de B, o su contrarrecíproco, 
a punto de acumulación de B => a e B, y esto significa que B es un conjunto 
cerrado. ‘ 

Es bastante común tomar la propiedad anterior y su recíproca como definición de 
conjunto abierto una vez definido conjunto cerrado. Es decir, un conjunto es abierto si 
y sólo si su complemento es cerrado. 

Aplicando el teorema anterior, se observa que el conjunto R de ¡os números 
reales y su complemento, el conjunto vacío, son ambos abiertos y cerrados. 

EJERCICIOS 

1) Dar el conjunto de los puntos interiores de cada conjunto del ejercicio 1 y del 
ejercicio 3 de la página 36. 

2) Decir cuáles de los conjuntos anteriores son abiertos. 

3) Demostrar que si un conjunto es cerrado, entonces su complemento es abierto. 

4) Demostrar que la intersección de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 
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5) Para cada uno de los conjuntos siguientes, a) dar el conjunto derivado y el con¬ 
junto de puntos interiores; b) justificar si los conjuntos iniciales son abiertos o 
cerrados: 

A = {x / 0 < |x+2| < 1 v x = 0} B = {x / |x-2| >3 a 0 < x < 6} 

C = {x/|x+1| >2 v x = 1 } D = {x/0 < |x + 3| < 1 v x = - 1 } 

E = -^x / x = — ^ 5n AneNlj- F = jx / x = - 3 — — a n e n| 

IV. Puntos aislados, adherentes, exteriores y fronteras 

♦ Punto aislado 

Un punto a que pertenece a un conjunto C es un punto aislado si y sólo si existe 
un entorno reducido de a al cual no pertenece ningún punto del conjunto C. 

Es decir, a aislado en C <=>aeC a 3E'(a) / E'(a) n C = cf>. 

Ejemplos 

Cada número natural es un punto aislado en el conjunto N. 

La mismo sucede con cada número entero en el conjunto Z. 

En el conjunto C = {x / x > 2 v x = 0), 0 es un punto aislado. 

♦ Punto adherente 

Si en la definición de punto de acumulación se sustituye la frase entorno redu¬ 
cido por entorno, se obtiene la definición de punto adherente a un conjunto. 

Por lo tanto, a es punto adherente al conjuntó C si y sólo si a cualquier entorno 
de a pertenece por lo menos un punto de C. 

O sea, a punto adherente a C <=> VE(a): 3x/(xe C a xe E(a)). 

Obsérvese que si un punto pertenece al conjunto, aunque esté aislado, es punto 
adherente, pues la definición sólo exige que en todo entorno haya un punto del con¬ 
junto que puede ser el centro del mismo. 

Adherencia 

El conjunto formado por todos los puntos adherentes a un conjunto A se llama 
adherencia del mismo y se designa A a . 

De acuerdo con la definición de punto adherente, puede probarse que: 

A a = A u A'. 

Ejemplos 

1) Sea A = {x / 0 < x < 3 v x = 5}. 

-o——— •-•-- 

0 3 5 

Todos los puntos del intervalo cerrado [0,3] son puntos adherentes y también 
lo es el punto aislado 5. 
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Luego, A a = (x/0<x<3 v x - 5i = Au {Oh 
2) Sea A = ¡x/2<x<4vx = 0| 


0 2 4 

En este caso A a = A. Obsérvese que el conjunto A es un conjunto cerrado 
pues todos sus puntos de acumulación le pertenecen. 

Puede demostrarse que A es cerrado si y sólo si es igual a su adherencia. 

♦ Punto exterior 

Un punto a es exterior a un conjunto C si y sólo si existe un entorno del mismo al 
cual no pertenece ningún punto del conjunto C. 

Es decir, a exterior a C <=> 3E(a) / E(a) n C = <f>. 

Obsérvese que en este caso el punto no pertenece al conjunto. 

Ejemplos 

El punto 3 es exterior al conjunto de los números negativos. 

El origen es exterior al intervalo (5;8). 

♦ Punto frontera 

Un punto es frontera cuando no es exterior ni interior al conjunto considerado. 
Es decir, el punto a es punto frontera del conjunto A si y sólo si en todo entorno 
del punto a hay algún punto que pertenece al conjunto A y hay algún punto que 
pertenece a su complemento. 

O sea: 

a punto frontera de A c=> VE(a): (E(a)nA A <l> a E(a) n Á # <!>)■ 

De la definición resulta que un punto frontera puede o no pertenecer al conjunto. 

Ejemplos 

Un punto aislado es punto frontera. 

El 0 es frontera para el conjunto de los números positivos y también para el 
conjunto de los números negativos. 

En el conjunto A = {x/4<x<6 vx=7|,4,6y7 son puntos frontera; 4 no 
pertenece al conjunto, pero 6 y 7 pertenecen al conjunto A. 

EJERCICIOS 


Conjunto 

Cerrado 

No 

cerrado 

Abierto 

No 

abierto 

Compacto 

Denso 
en sí 

Perfecto 

(0;i) 








(0;1 ] 








BEBI 








ESI 








{0,1} 








z 








Q 








R 








<l> 









6) Dar, en cada caso, un conjunto que cumpla las siguientes condiciones: 

a) acotado, sin mínimo y abierto; 

b) acotado superiormente sin supremo; 

c) cerrado con punto de acumulación único; 

d) no abierto con punto de acumulación único; 

e) no abierto con dos puntos de acumulación. 

7) Siendo A = E'(1,3) y B = •fx/x = — 1 — a nelsl!, hallar a) A u B'; 

L n+1 J 

b) B¡ u A' y c) supremo de A n B. 

♦ V. Propiedad de Borel* 

Una propiedad muy importante se cumple también en R como consecuencia 
de! axioma de continuidad. Es la propiedad del cubrimiento finito o propiedad de 
Borel. 

Cubrimiento abierto de un conjunto 

Una familia F de conjuntos es un cubrimiento por intervalos abiertos del conjunto 
A si y sólo si se cumplen las dos condiciones siguientes: 


D 


2 ) 


3 ) 

4 ) 

5 ) 


Considerar los conjuntos del ejercicio 1 y del ejercicio 3 de la página 36 y bus¬ 
car puntos adherentes, aislados, exteriores y frontera. 

= jx / ^x = ^ ^ a n e v x = 6j-. Hallar puntos frontera y puntos 


Sea B 


exteriores. 

Probar que un conjunto es cerrado si y sólo si es igual a su adherencia. 
Probar que la adherencia de un conjunto es un conjunto cerrado. 
Completar el cuadro siguiente: 


1) Cada conjunto l k de la familia F es un intervalo abierto. 

2) Todos los puntos del conjunto A pertenecen —por lo menos— a uno de los 
elementos de F. 

Es decir, 

Vx e A 3l k t F/xfl k 

‘ Félix Borel (1871-1956), matemático y político francés, profesor de la Facultad de Ciencias de 
París y director científico de la Escuela Normal Superior. 
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a A Sl Se CUmple el punt0 2 ' díremos q ue F es un cubrimiento de A, o que F cubre 
Ejemplo 1 

Consideremos el intervalo cerrado A = [0;1], 



La familia F = -lY-i-JU (q-±\ /1.3\1 

IV '' 4 / ' \' 2 ) ’ \~ 3 '~ 2 / J es un cubrimiento 

abiertos de A. 


por intervalos 


Ademas, como F está formada por tres conjuntos, F es un cubrimiento finito < 



La familia J j ( 2 ' 2 ) ’ ( 0; 'f ) } es otro cubrimiento por intervalos abier¬ 

tos y finito de A. 



En cambio, la familia H = {(-■&)■(*!)} 
pues el punto — no pertenece a ningún intervalo de H. 


no es un cubrimiento de A, 


Ejemplo 2 

Consideremos el intervalo cerrado C = [2;4], 

Para cualquier elemento x e C determinamos el intervalo abierto (x - -1- X+ JL) 

internos'SosT V*" '° S ” cubrímie « » 

Es decir, F = /1 / | = / x _ v , 

l V 2 2 / x € C J es un cebamiento infinito de C. 

Trataremos de hallar un subconjunto finito de F que también cubra a C. 
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Sea F ' ‘ í( 2 -i :2+ y)'( 2 ’ 75 - y :2 ’ 75+ i) (3.6--r-;3,6 + -i-)^ 


La familia F, es un cubrimiento por intervalos abiertos de C y además F c F. 

Es decir, se ha podido hallar un subconjunto finito de F que también cubre al con- 
jumo o. 

Esto siempre es posible si el conjunto C que se considera es un intervalo ce¬ 
rrado. La propiedad se conoce con el nombre de teorema de Borel y es válida tam¬ 
bién, en general, para conjuntos compactos. 

Teorema de Borel 

Si [a,b] es un intervalo cerrado y F es un cubrimiento por intervalos abiertos 
de mismo, entonces existe un subconjunto finito de F que también cubre al Ínter- 
vaio |a,Dj. 



Consideremos un conjunto auxiliar C, formado de la siguiente manera: 

9. = . { x/xe t a:b ] a [a;x] está cubierto por una parte finita de F} 

Admitiremos intervalos cerrados de la forma [a;a| = {a}, reducidos a un 
único punto. 

Probaremos que C no es vacío y está acotado superiormente. 

En primer lugar, como a e [a;b], existe un elemento de F, el intervalo abierto I 

una U p a áSSa C de e F PUn, ° * E ' C ° njUnt ° { ' r> ,iene "" S °'° e ' ement0 y por lo tant0 es 

llniriSrfir 16 fin ' ,a CU ^ e 31 in,erval ° ta;a J’ y como ae [a;a], se deduce —por de- 
micion de C que ae C. Luego, C no es vacío. 

riel m-tffn^r 3 en que Se ha ele9Íd0 el COnjunt0 C ’ b es una cota SÜ P er¡ or 
u<,i mismo. Luego, C tiene supremo. 

Sea k = supremo C. Es a < k < b 

i|uoda'demostrado. 116 " = " V ^ “ COn|unto C ’ el 

Suponemos k < b. Como ke [a;b], existe un intervalo abierto l k de F al cual 
pwlonece k. Sean k, y k 2 los extremos de l k . Por ser k el supremo de C y por ser 
k , • k, existe h tal que k, < h < k y h e C. y p se 



a k , h k h’ b k 2 
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Como h e C, sabemos que un subconjunto finito de F cubre al intervalo [a;h]. 
Sea Fj dicho cubrimiento finito. 

Como k < k 2 ,existe h' tal que h' e [a;b] y k < h' < k 2 . 

Se ve entonces que el intervalo [a;h'jes cubierto por F, u ¡l k j, y resulta h'eC. 
Esto es absurdo, pues h' es mayor que el supremo k. 

Por lo tanto, k = b. 

Ahora bien, como el supremo de un conjunto puede o no pertenecer a él, faltaría 
probar que b e C. El razonamiento expuesto para probar que h’eC puede aplicarse 
a k, y se obtiene k e C. 

Como ya hemos visto que k = b, se obtiene be C, lo cual prueba el teorema. 

La tesis puede no verificarse si el intervalo considerado no es cerrado. 

Por ejemplo, sea A = (0;2). 

La familia F = ||/| = ^-^-; 2 ^ A x e aJ- es un cubrimiento por intervalos abier¬ 
tos de A. 

Sin embargo, no es posible hallar un subconjunto finito de F que cubra al con¬ 
junto A. 

Nota: El teorema de Borel, así como el de Bolzano-Weierstrass, y otros teoremas 
posteriores, como el de Weierstrass y el del valor intermedio para funciones conti¬ 
nuas, admiten demostraciones bastante más simples si se considera una propiedad 
equivalente al axioma de continuidad de F¡: el teorema de los intervalos encajados, 
que se demostrará en el capítulo 9. 

La razón por la cual prefiero no anticipar dicha propiedad es que, a pesar de 
su fácil comprensión, lleva implícita la idea de límite de sucesiones, que se estudia¬ 
rá posteriormente. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPITULO 2 
Sección I 

1) A = [2;4] B = (-1;3] C = [-7;-2) O = (-1;3) = E(1,2) 

F = E'(- 1,2)G = E(—2,1) H = (-3,7) = E(2,5) L = [-5;1] 

M = E ’ (3,1 ) N = E’(—4,2) 

2) a) [2;3] b) [1 ;3) c) {-4} u [-2:1] 

3) A C E(0,5) BcE(0,11) CcE(0,7) D C E(0,5) 

E c E(0,2) F c E(0,3) 

4) A C E(0,4) B c E(0,9) 

C no está incluido en ningún entorno con radio mínimo 
D c E(0,5) E ídem que C Fe E(0,5) 

5) A c E(2,5) 

No existe entorno con radio mínimo que incluya a B ni a C. 

D c E(0,1) 
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61 A ■ ,0;3> - e (M) b - ( U) - E(i.f) 


c -(- 3: {] D - (0;1) . E(ii-) 

E = (-1:1) = E(0,1) 

Sección II 


1) 

A' 

= [-2:5] 

B' 

= [1:7] 

C' 

= c 

D' 

= é 

E' = 

[-3:7] 


F' 

= [-3:7] 

G’ 

= [-2:4] 

H’ 

= ó 

L' 

= {0} 

M' = 

[1:5] 


N' 

= {x / xe R 

A 

¡x| > 1} 

P' = 

[i] 

S' = 

é 



2) 

C, 

D. G, H y S son 

conjuntos cerrados. 





3) 

A' 

= [-2:4] 

B' 

= {0} 

C' = 

[1:3] 

D' 

= io) 




E' 

= m 

F' 

Mil 

G' = 

{0} 

H' 

= 12,- 

-2} 



4) Ninguno es cerrado. 


Sección III 

1) A, = (-2:5) b, = (1:7) c, = (0:4) d, = ó 

E ' = ó F , = (-3:7) G, = (-2:4) H, = 6 

L ' = ó M, - M N = é P r = é 

S, = <l> 

Para cada uno de los conjuntos del ejercicio 3, su interior es el conjunto vacío. 

2) A. F y M del primer grupo son abiertos. En el segundo grupo ninguno es abierto. 

5) a) A' = r — 3; — 1 ] A, = E ( — 2,1) 

B ' = [5:6] B, = (5:6) 

C' = ]x / |x + -1¡ > 2} C, = {x / |x+11 > 2} 

D' = [-4;-2] D, = E( 3,1) 

F = (-5} E, = <l> 

F' = {-2} F, = é 


b) A no es cerrado pues 

-le A' A 

< 

Aü- 

T 

A no es abierto pues 

0e A A 

04 A, 

B no es cerrado pues 

6e B' a 

64 B 

B no es abierto pues 

5e B a 

5 4 B, 
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C no es cerrado pues 

— 36 C' 

\ 

-34 C 


C no es abierto pues 

ieC 

A 

14 C, 


D no es cerrado pues 

-3e D' 

A 

-34 D 


D no es abierto pues 

- 2 e D 

A 

-24 D, 


E no es cerrado pues 

— 56 E' 

A 

-54 E 


E no es abierto pues 

-36 E 

A 

-34 E¡ 


F no es cerrado pues 

•-26 F' 

A 

-24F 


F no es abierto pues - - 

f" 

A 

- — 4 F¡ 

8 T 1 


Sección IV 





1) A a = [-2:5] B a = [1 ;7] 

c a = 

C 

D a = D 

E a = [-3:71 

F a = [-3:7] G a = G 

H a = 

H 

L a = L U {0} 

M a = [i;5] 

N a = {x/xeR a |x| > 1} 

Pa = 

PU 

{1} S *= S 


2) B, = Bu {2} 

B. = 

R - 

B, 



Conjunto 

Cerrado 

Abierto 

Compacto 

Denso en si 

Perfecto 


no 

sí 

no 

SÍ 

no 


no 

no 

no 

sí 

no 


no 

no 

no 

sí 

no 


sí 

no 

sí 

sí 

sí 


sí 

no 

sí 

no 

no 

z 

sí 

no 

no 

no 

no 

Q 

no 

no 

no 

sí 

no 

R 

sí 

sí 

no 

sí 

sí 

c tí 

sí 

sí 

SÍ 

SÍ 

SÍ 


6) Ejemplos: a) (4:7) b) </> 
c y d) |x / (x = a 

e) |x / x = ( 1) n - 


nfN) 

n-1 

n 


v x = 0 j 
a n e n! 


7) a) [ 2:1) u (1:4) b) [-2:4] c)--±- 


3. FUNCIONES ESCALARES 


I. Relaciones funcionales 

En matemática, en física y en otras ramas de la ciencia o de la vida humana se 
presentan relaciones binarias entre distintos conjuntos que tienen singular impor¬ 
tancia. De estas relaciones interesan especialmente aquellas que hacen corres¬ 
ponder a cada elemento del primer conjunto un único elemento del segundo conjunto. 
Este tipo de relaciones recibe el nombre particular de relación funcional o función. 
Como sinónimos de función se utilizan, en general, los términos aplicación, transfor¬ 
mación y correspondencia. 

Por lo tanto, la ¡dea fundamental en el concepto de función es que cada elemento 
del dominio tiene una y sólo una imagen en el recorrido, aunque un elemento del 
recorrido puede ser imagen de más de un elemento del dominio. 

Si la aplicación se establece a partir de un conjunto finito, entonces se puede dar 
la función indicando, por extensión, el conjunto de pares ordenados correspondientes. 

Por ejemplo, si 

A = {1,2,3} y f = {(1 ;V _ 2),(2;4),(3;4)}, 

entonces f es una aplicación o función de A en el conjunto R de los números reales. 

El conjunto A es el dominkKfe la función. El recorrido o conjunto de imágenes de 
la función f es el conjunto {\/~2,4}, que es un subconjunto de R. 

También puede indicarse la función f anotando la imagen de cada elemento del 
dominio a través de la función. 

O sea, 

f / f(1) = \ ,r 2 a f(2) = 4 a f(3) = 4. 

En un esquema: 

f: A ^ R 
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En este caso, la relación r, inversa de la relación funcional f, no es una función, 
pues al elemento 4 de su dominio le corresponden dos imágenes en el recorrido. 

Osea, r = {(v^2;l),(4;2),(4;3)} no es una función. 

Es decir, la relación inversa de una función no es siempre una función. 

Si el dominio es un conjunto infinito, entonces la función debe indicarse mediante 
una regla o conjunto de reglas que permitan obtener la imagen de cada elemento del 
primer conjunto. 

Por ejemplo, si se toma como dominio el conjunto de los números enteros, la 
relación que a cada número entero le hace corresponder el número doble es una 
aplicación del conjunto Z de los números enteros en sí mismo. 

Puede indicársela así: 

f: Z —> Z/Vxe Z: f(x) = 2x. 

x es la variable independiente o argumento; f(x) es la imagen de x o el valor de la 
función en x. 

En el comienzo de un curso de análisis elemental Interesan especialmente aque¬ 
llas funciones cuyo dominio y recorrido son conjuntos de números reales. Se llaman 
funciones reales de una variable real o funciones escalares. 

Si f: R -» R/Vxe R: f(x) = 3x-5, 

entonces f es una función real de variable real x cuyo dominio es el conjunto de los 
números reales y cuyo recorrido es el mismo. 

La función anterior puede darse también indicando solamente la regla que per¬ 
mite obtener las imágenes, quedando sobreentendido que su dominio es R. 

f: x —> 3x-5 

Si el dominio es solamente un subconjunto de R, debe indicárselo especial¬ 
mente. De lo contrario, se considera como dominio el conjunto de todos los valores 
reales de x para los cuales la imagen de x es también un número real. 

Por ejemplo, si g: x —» —, se sobreentiende en este caso que el dominio es el 

conjunto de los números reales del cual se ha excluido el cero. Es decir, la función g 
no está definida en el punto cero, o sea, no existe g(0). 

Si se desea dar una función con la misma regla anterior cuyo dominio sea el 
conjunto R, la imagen de 0 debe considerarse especialmente. 

Por ejemplo, 

í — si x # 0 
h: x —■» j x 

( 5 si x = 0 

Por supuesto, h es una función distinta de g y la imagen de 0 es totalmente 
arbitraria. 

De la misma forma, en funciones escalares se sobreentiende, por ejemplo, que 
el dominio de 

s: x —» V"x 
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es el conjunto de los números reales no negativos, y el de 

t: x — In x (In x = log e x) 

es el conjunto de los números reales positivos. 

Nota: El símbolo y/x Indica exclusivamente la raíz cuadrada no negativa del 
número x. 

Precisaremos los conceptos anteriores dando la siguiente definición de función: 
Una relación f entre elementos de un conjunto A y elementos de un conjunto B es 
una función de A en B si y sólo si se cumplen las dos condiciones siguientes: 

1) Vxe A 3ye B/(x;y)ef; 

2) (x;y) e f a (x;z) e f => y = z 
Dominio de f: D f = A. 

Recorrido de f: Rec, = {y/yeB a 3x e A /(x;y)e f}. 

Ejemplos 

Siendo A = {a,b,c} y B = {y,z} 

1) Si f = {(a;y), (b:y), (c;y)}, entonces f es una función de A en B, pues se 
verifican las dos condiciones de la definición. 

. 2) Si g = {(a;y), (b;z)}, entonces g no es función de A en B, pues el ele¬ 
mento c del conjunto A no tiene imagen en B, es decir, no se verifica la primera condi¬ 
ción de la definición. En este caso se puede obtener una función considerando como 
dominio el conjunto A, = {a,b}, el cual verifica: A, c A. 

3) Si h = {(a;y), (a;z), (b;y), (c;z)}, entonces h no es función, pues no se 
cumple la segunda condición, ya que el elemento a del conjunto A tiene dos imáge¬ 
nes en B. 

Es decir, se tiene [(a;y) e h a (a;z) e h a y t z], que es la negación de la 
Implicación considerada en la segunda parte de la definición de función. 

EJERCICIOS 

1) Siendo A = ¡a,b,c,d,mj y B = ¡0,1,2,3j, indicar cuáles de las siguientes 
relaciones son funciones. En aquellas que no lo son, ver qué parte de la defini¬ 
ción de función no se verifica, 
f ](a;0) , (b;0), (c;1), (d;2), (m;3)J 

ü í(a;0), (b;1), (c;2), (d;3), (m;3), (c;0)¡ 
h ■ !(a;1), (b;2)| 

i*) Slondo f: x -* x 2 -3x+5, hallar f(0), f(3), f(-3), f(2x) y f(x-1). 

Siendo g: x -* x 3 -x, hallar g(0), g(a), g(a+h), g(x + h) y g(-5). 

Siendo' h: x -» In x = log e x, hallar h(e), h(1), h(sen x) y h(e x ). 
t) Indicar dominio y recorrido adecuados a funciones escalares tales que: 

I x > v x-2 g: x -» v^x 2 " (V x 2 = |x|) 

h x • \/x 2 -3 s: x —» tg x r: x —» secx 
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t: 

x —> In 

(3—x) 

m: x —> In x| 

n: x —> In (x -1 

q: 

x —» In 

|x — 11 

p:x^ 1 

1 

u: x —>-— 




x+4 

X 2 


4) Elegir dominio adecuado para cada una de las siguientes funciones escalares: 


f: x -* v x 2 -3x+ 2 g: x 


In |x+ 2 | 


In (x- 2 ) 


II. Representación gráfica 

Las funciones escalares pueden representarse gráficamente en un plano donde 
se ha introducido un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales El dominio se 
considera sobre el eje de abscisas y el recorrido sobre el eje de ordenadas. 

La representación gráfica de una función f está dada por los puntos (x:y) del pla¬ 
no, para los cuales es y = f(x). 

Suele usarse el nombre de grafo o gráfico para designar el conjunto de pares 
que pertenecen a la función. Es decir, los términos función, gráfico o grafo funcional 
son, en general, sinónimos. 

Nosotros utilizaremos, por razones de comodidad, la palabra "gráfico" para refe¬ 
rirnos exclusivamente a la representación gráfica de una función 

En estas etapas efementales, la representación gráfica, con sus consideraciones 
geométricas, sirve para aclarar notablemente los conceptos abstractos. 

Ejemplos 

1) Sea la función f: x —> x-1. 

Su gráfico es el conjunto de puntos (x;y) del plano, para los cuales es y = x - 1 . 



Obsérvese que la definición de función asegura que cualquier recta vertical corta 
el gráfico a lo sumo en un punto. 


50 



g no es una función, pues la recta vertical de ecuación x = 4 corta al qrá- 
fico en dos puntos: (4;2) y (4;5), es decir, el número 4 tiene dos imágenes 
oí eliminamos la segunda imagen de 4, por ejemplo: 



„| E n,int f n Ct °M a Í 0ra í Ve ^ ¡Calde ecuacíón x = 4 corta al gráfico solamente 
»n ol punto (4,5) y 5 es la única imagen de 4 . 


Por otra parte, al construir el gráfico de cualquier función,"es conveniente encon¬ 
trar, „i existen, las intersecciones del mismo con los ejes de coordenadas 

lunJl.f ?SeZ e :?o y ' Si 9XiS,e ' “ ÚniCa ' de acuerd0 con la de,inición de 

..! (««o es Si (oÍm ) ' J " PUn, ° de in,ersecci ° n del 9,á,ico 61 f * «*1*1* 
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Las intersecciones con el eje x corresponden, si existen, a ios puntos donde se 
anula el valor de la función. 

Los puntos del dominio donde el valor de la función es cero reciben el nombre 
de ceros de la función . 

O sea, 

a cero de la función f|«=> f(a) = 0. 

Si a es un número real, el gráfico de f corta al eje x en el punto (a;0). 



a, y a 2 son ceros de la función g. 

Funciones pares o impares 

En algunos casos, la representación gráfica de ciertas funciones puede simplifi¬ 
carse, si se tiene en cuenta la simetría de la misma. 

Por ejemplo, si una función f tiene el mismo valor en el punto x y en su opues¬ 
to (-x), la función es una función par. 

Es decir, f es función par <=> Vx: f(x) = f(—x). 

El gráfico de una función par es simétrico respecto del eje de ordenadas. 

El gráfico siguiente corresponde a una función par: 



Las funciones f: x -* eos x, g:x —» x 2 , h:x -* |x| son funciones pares. 
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En cambio, si los valores que alcanza f en números opuestos del dominio son 
números opuestos del recorrido, f es una función impar. 

Es decir, f es función impar <=> Vx: f(x) = -f(-x). 

En este caso el gráfico es simétrico respecto del origen. 

El gráfico siguiente corresponde a una función impar: 



Las funciones f: x —* x, g: x —> sen x, h: x —» x 3 son funciones im¬ 
pares. 

Con un artificio simple puede demostrarse que cualquier función escalar es la 
suma de una función par más una función impar. 

En efecto, siendo f una función escalar, es 

f( x ) _ M + f( - x) + f(x) - f(-x) 

_ f M + f(-x) , . f(x) - f(-x) 

Para h(x) - - y g( x ) ---- L probaremos que h es par y g 

ns impar: 

h(-x) = — X ^ + = h(x) => h función par 

q( -v) _ JM)-f(x) _ f(x) - f(-x) , . ... 

a' '•> 2 ~ -- 2 - = _ 9(x) =» g función impar 

Consideramos, por ejemplo, f: R R/f(x) = x 2 + 3 X - 1 
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La función impar es g / g(x) = f( x ) _ü x ) 


g (x) = x 2 + 3 x -1-r(-x) 2 +3 x -11 


g(x) = 


x z +3 x -1-x z -3 X + 1 


Luego, g(x) = — (3 x -3 x ) 


Por lo tanto, 


f(x) = x 2 -1+-^-(3 x +3 x )+-j( 3 x -3 


siendo h par y g impar. 

EJERCICIOS 

1) Hacer el gráfico de funciones dadas por las fórmulas siguientes, indicando domi¬ 
nio y recorrido. 


-1 

si 

0 < x < 1 

2x 

si 

1 < x < 3 

2 

si 

-1 < x < 0 

-1 

si 

0 < x < 2 

3-x 

si 

2 < x < 4 

x+1 

si 

4 < x < 5 

x-3 

si 

0 < x < 2 

2-3x 

si 

-3 < x < -1 

X 

si 

-1 < x < 1 

-1 

si 

1 < x < 3 

2-x 

si 

3 < x< £L 

4x-3 

si 

x> 1 

-5 

si 

x = 0 

-2x 

si 

X < -1 

-4 

si 

x = 3 

-2x + 1 

si 

x> 4 

-x 

si 

x < 0 

X 2 

si 

x > 2 

x+2 

si 

x < 2 

x 2 + 1 

si 

x > 0 

x 2 -1 

si 

x < 0 
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:>) , E n=? Ír C3da Una dS ' aS si 9 uientes funciones como suma de una función par y 
una función impar: 1 

a) f(x) = sen 3x - x 2 + x + 5 b) f(x) = x + e * - 3 

III. Funciones definidas explícitamente 

Una función escalar puede ser definida por cualquier recurso que permita hallar 
para cada punto de un dominio determinado, el valor de la imagen correspondiente 
I método mas común es, como ya se ha dicho, dar una regla, o varias que 
permitan determinar f(x), conocido x, directamente mediante una sustitución numé¬ 
rica. bs el caso de las funciones definidas en forma explícita 

por la expresión > anler¡or X ~ *' * 1 «“ <**»* •***»•• 

Suelen Mamarse funciones transcendentes las funciones exponenciales como 

cas, etcéteía ’ ¡ ° 9antm ' cas como - Inxflog.x), las trigonométri- 

Si bien la terminología anterior es útil para introducir el tema, el concepto moder¬ 
no de función lleva a prescindir de esquemas rígidos. Se prefiere dar amX libertad 

P eSSir * «"*** — •-»«» respetar ££££ 

cu»» de,inídas en ,orma -r** 

untr s ::,ZToo s ^r a ai ,ec,or ' w ' sus p,opias 

Algunos ejemplos de funciones usuales son: 

I) Función constante 

les una función constante si y sólo si 3keR/Vx: f(x) = k. 

Su gráfico es una recta horizontal. 



#1 función Idéntica 

I «i la función idéntica sobre R si y sólo si cada número real admite como ima- 
M*h a nm< mismo número real. Es decir, Vx: f(x) = x. 

hii urálico os la recta que incluye a la bisectriz del primer cuadrante. 


55 





3) Función valor absoluto 

f es la función módulo o valor absoluto si y sólo si Vx: f(x) = |x|, de acuer¬ 
do con la definición dada en el capítulo 1. 

Su gráfico está formado por las bisectrices del primero y segundo cuadrantes, 
pues los valores de f son no negativos. 



4) Función signo 

La función signo está definida por la regla siguiente: 

w l x l 

Vx: sgn x = — 

x 

Su dominio es el conjunto de los números reales, del cual se excluye el cero. 
Su gráfico está formado por dos semirrectas horizontales, cada una sin su origen. 

y 

1 

- _ 
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Nota: Algunos autores prefieren definir la función signo de la siguiente manera: 

1 si x > 0 
sgn x = 0 si x = 0 

- 1 si x < 0 

En este caso el dominio de la función es R. 


5) Función parte entera 

Se llama parte entera de un número real x al menor de los números enteros 
entre los cuales está comprendido si x no es número entero, y al mismo número 
x si éste es entero. 

O sea, parte entera del número real x es el número entero e si y sólo si 

e < x < e + 1. 

Si x es número real, su parte entera se designa ent (x). 

Así, 

ent( 1,6) = 1; ent(0,4) = 0: ent( — 3,7) = -4; ent(-0,2) = -1; etcétera. 

La función “paite entera’’ o "piso’’ es la que a cada número real le asigna, como 
imagen, su parte entera. 

Es decir, 

f: x —► ent(x). 

Su gráfico es escalonado, formado por segmentos horizontales a los cuales no 
les pertenece el extremo derecho. 


y 1 


2 • 

1 -? 

1 1 

1. 

i i 

■ ^ —? , 

1 1 

i i i 

- 1 ¡ - 2 ¡ - 3 ¡ 

1 ( 1 

i X 

■co 

•CNJ 

O 

1 1 4 -- 

1 1 1 

-1 

J I 1 

| 1 

-2 

1 ¿ 

-3 


Su dominio es R y su recorrido es Z. 


ti) Función mantisa 

I a función mantisa se define de la siguiente manera: 

mant x: x x- ent (x) 

Asi mant (0,3) = 0,3-0 = 0,3 
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mant (5,7) = 5,7-5 = 0,7 
mant (-0,6) = -0,6 - (-1) = 0,4 
mant (-2,8) = -2,8 - (-3) = 0,2 
etcétera. 



Su dominio es R y su recorrido es [0;1). 

7) Funciones trigonométricas o circulares 

En trigonometría se consideran seis funciones trigonométricas: seno, coseno, 
tangente, cotangente, secante y cosecante, definidas mediante recursos geométri¬ 
cos. Su utilizaciórres importante no sólo en geometría sino en física y en matemática 
aplicada, en especial por su periodicidad. 

Pueden definirse también en forma analítica utilizando series o integrales, y se 
llega en todos los casos a las mismas funciones. 

Indicamos a continuación sus propiedades más comunes y el gráfico de algunas 
de ellas. 

sen 2 x + eos 2 x = 1 sen (2x) = 2 sen x eos x eos (2x) = eos 2 x - sen 2 x 


eos 2 X = - 1 - .- cos (2x) 


2 1 - eos (2x) 

sen ¿ x = - 1 —- 


sen 0 


sen — = 1 
2 


eos 0 = 1 


eos — = 0 tg 0 = 0 


Las fórmulas anteriores pueden completarse con otras similares recurriendo a 
cualquier libro elemental de trigonometría. 
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R 


ReC sen = Mi 1 ] 








Busquemos, primero, los ceros de la función que, como ya se ha visto, son los 
números del dominio que anulan el valor de la función. 

En este caso, 

f(x) = 0 «=> x = — AnfZ-(O) 
n 

En efecto, 

1 7 T 

x -~' => — = n y sen (n tt) = 0. 

Por otra parte, el mayor valor que puede alcanzar la función seno, para arqu- 
mento real, es el número 1. 

Resulta: 

f(x) = 1«x = —— A n e Z. 

4n+1 

En efecto, 

sen ~ = 1 si - = -2- + 2n 
x x 2 

También interesan los puntos del gráfico donde la función seno alcanza el menor 
valor, que es el número — 1. 

Resulta: 

f(x) = -1 <=> x = —-— 

4n + 3 

En efecto, 

sen ~=- 1,=> -^ = 3-| + 2n7r A nez. 

Además f es una función impar, y su gráfico es simétrico respecto del origen. 

b ) xsen— si x * o 

f: x —> x 

0 si x = 0 
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Se demuestra inmediatamente, utilizando las definiciones anteriores, que: 
ch 2 x - sh 2 x = 1 ch 2 x + sh 2 x = ch (2x) 2 sh x ch x = sh (2x) 
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Su gráfico es una recta de pendiente a que corta al eje de ordenadas en el 
punto (0;b). 

La función constante, vista anteriormente, es un caso especial de la función 
lineal donde a = 0. También lo es la función idéntica para a = 1 y b = 0. 

Ejemplo 



10 ) Función cuadrática 

f: x —> ax 2 + bx + c a?0 

El gráfico es una parábola cuyo eje y vértice se determinan fácilmente mediante 
el procedimiento de "completar el cuadrado".- 

a) Sea f: x —> x 2 -2x+5. 

f (x) = x 2 -2x + 5 => f(x) = (x 2 -2x+1) + 4 —* f(x) = (x-1) 2 +4 
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La parábola tiene como eje la recta de ecuación x = 1 y como vértice el 
punto (1;4). 

b) Sea h: x —> 2x 2 -x+1. 

h(x) = 2(x 2 -- 1)+1 ==► h(x) = 2 ( x2 -Y X+ ie)” 8" +1 ^ hW = 2 ( X “|) 2+ 8' 

eje: x = ± 
vértice: (±1) 


c) Sea g: x -> -3x 2 +2x-i. 

g(x) = -3(x 2 --|x)-l => g(x) = -3 (x 2 --|x+-±-)+^-i => 





eje: x 


2 

3 


vértice: (—; - —^ 
V 3 3/ 


En este caso, por ser negativo el coeficiente de x 2 , la concavidad de la parábola 
está dirigida hacia el eje negativo de ordenadas. 

En general, la parábola correspondiente al gráfico de f: x -> a(x-h) 2 +m tie¬ 
ne por eje la recta de ecuación x = h y por vértice el punto (h;m). La concavi¬ 
dad es positiva si a > 0 y negativa para a < 0. 


11) Función polinómica 

La función lineal y la función cuadrática son casos especiales de funciones poli- 
nomicas del tipo 

f: x — a n x n + a n , x n 1 + ... + a 0 (v n : a n € R). 

Es de especial interés, para construir el gráfico de una función polinómica, cono¬ 
cer las raíces reales del polinomio correspondiente, o sea, los ceros de la función 
pues indican los puntos en que el gráfico corta al eje de abscisas 

Sea f: x —» (x-1) 4 . 
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El número 1 es una raíz de orden cuatro* del polinomio f(x) = (x-1) 4 . Luego, 
el gráfico corta al eje x en a = 1, pero no lo atraviesa Esto sucede siempre que 
la raíz es de orden par. 

En cambio, si se trata de una raíz de orden impar, el gráfico atraviesa al eje en 
dicho punto. 

Sea f: x —<■ (x-2) 3 . 


En el punto (2;0) el gráfico atraviesa al eje de abscisas. 




•No/a.El número r es raíz del polinomio p(x) si y sólo si p(r) = 0. La raíz r es de orden m 
(<> tiene multiplicidad m) si y sólo si p(x) es divisible por (x- r) m y no lo es por (x-rr* 1 - 
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En (2,0) el gráfico atraviesa al e|e de abscisas, pues 2 es raíz de orden impar. 
En cambio, en ( -1 ;0) no lo atraviesa, pues -1 es raíz de orden par. 

12) Funciones racionales 


a n x" + a n _,x' H + .. 

• + a t x + a 0 

b m x m + b^x"- + . 

.. + b,x + b c 


(b m # o a m a i) 


El dominio de f excluye los valores que anulan el denominador. 

Para hacer el gráfico es necesario observar en primer lugar si numerador v deno¬ 
minador tienen factores comunes. En ese caso pueden simplificarse indicando la 
función con una nueva regla donde se aclare el dominio correspondiente 



(- 2 ; S 4 ) 9rá,ÍC ° ^ 13 r6Cta dS ecuación y = x “ 2 ’ de la ^al se excluye el punto 
SeS 91 X También g: x -» —I— A x * -3. 
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En cualquier entorno reducido del punto x = 3, el conjunto de valores de g no 
está acotado. Se dice que la recta de ecuación x = 3 es una asíntota vertical al 
gráfico de g (este concepto se aclarará al considerar límite). 

Como 3 es raíz de orden impar del denominador (previamente simplificado), los 
valores de la función cambian de signo en un entorno conveniente sobre el eje de 
abscisas a derecha e izquierda del punto x = 3. 

Seah:x ^irV 


Como 1 es raíz de orden par del denominador, si se considera un entorno conve¬ 
niente sobre el eje de abscisas a ambos lados del punto x = 1, la función toma en di¬ 
cho entorno valores del mismo signo. 

Como hemos dicho anteriormente, es aconsejable que cada uno decida "crear" 
sus propias funciones. Una forma interesante de hacerlo es utilizar la definición de va¬ 
lor absoluto. 

Ejemplo 1 

Sea f: R —> R / f(x) = |x-4| + |x+2|. 

En el dominio R debemos considerar dos puntos críticos: -2 y 4. 



-2 0 4 

Para x<-2 es |x-4| = -x+4 a |x+ 2| = -x-2 pordefiración de valor absoluto. 
Para -2<x<4 es |x-4|= -x + 4Ajx+2j - x + 2. 

Para x>4 es |x-4| = x-4 a |x+2| = x+2. 

Luego, f(x) = -x+4-x-2 si x<-2; 

f(x) = -X+4+X+2 si -2<x<4; 

f(x) = X-4+X+2 si x>4. 

Por lo tanto, 

-2x + 2 si x<-2 

6 si -2sx<4 

2x-2 si x>4 



f: x 




• -2 


4 


x 


El recorrido de f es {y / y>6}. 

Obsérvese que hemos utilizado la siguiente definición de valor absoluto: 

|a| = a si a > 0 a |a| = — a si a < 0 . 

Nada cambia si se considera |a| — a si a>0A|a|= —a si a<0. O sea, no se 
alteran los valores que alcanza la función en los puntos críticos. 

Ejemplo 2 

Sea f: x -► 1 -|x+2|+jx-3|. 

El dominio de la función es R y podemos considerar tres subconjuntos del mismo: 
D, = {x/x<- 2} pues |x+2| =-x-2 a |x-3| =-x+3 si x<-2 

D 2 - x/-2 £ x<3} pues |x+2| = x+2 a |x-3| = -x+3 si-2<x<3 

U 3 - ix/x>3} pues |x+2| = x + 2 a |x-3| = x-3 si x>3 

Luego, 

si'xeD, entoncesf(x) = 1+x+2-x+3; 
sixeD 2 entonces f(x) = 1-x-2-x+3; 
si x 6 D 3 entonces f(x) = 1-x-2+x-3. 
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Ejemplo 3 


Sea f: x —> 3-|x 2 -1|. 

En este caso los puntos críticos del dominio son 1 y - 1 , que hacen |x 2 -11 = 

x 2 -1 =» f(x) = 3-x z +1 

x 2 +1 =3 f(x) = 3 +x 2 -1 

x 2 -1 => f(x) = 3-x z +1 


x<—1 => x 2 -1>0 => |x 2 — 11 = 

1-sx<1 => x 2 -1<0 => ¡X 2 — 1 1 = - 

x>1 => x 2 -1>0 => jx 2 — 11 = 


4-x 2 si x<-1 

Osea, f: x -> • x 2 +2 si -1sx<1 

. 4-x 2 si x>1 


0 . 


También, f: x j-» 


f 4-x 2 

V x 2 +2 


si 

si 



Rec ( = {y/y <3} 


Funciones definidas implícitamente 

Sea F(x;y) una expresión en dos variables x e y. 

Por ejemplo: 

F(x;y) = y+3x-1. 

Una función f es solución de la ecuación F(x;y) = 0 si y sólo si Vx: F(x;f(x)) = 0. 
I " este caso, se dice que la función f está definida implícitamente por F(x;y) = 0. 


Sea 

De la ecuación 
so puede despejar 


F(x;y) = 2xy-3y+1. 
2xy-3y+1 = 0 


y = 


1 

2x-3 . 


Porlotanto, F(x;y) - 2xy-3y+1 =0 define implícitamente una función f cuya 
ox|)resión explícita es 
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En oíos “ ««■«*" ™PW d» la londOn «teda. 

S° F?») = JTT°" en *“ «dables puede definí, más de una fundón, 
funciones distintas: ^ ’ F(X,y) ~ ° PUede definir im P'''c¡tamente dos 


f: x V 4-x 2 y g: x —» - V4-X 2 , 
cuyos gráficos son respectivamente las semicircunferencias siqui, 


siguientes: 




y = g(x) 


números reales. ’ ’ y no se satls face para ningún par (x;y) de 

EJERCICIOS 

1) Hacer el gráfico de f: x -> ent(x )-4 

2 ' ^ínítos e'S de Y Si9UÍe " BS '“ nCi0nes '™ ales ’ '"***° K» ¡me,secciones 


f:x - 

-> 3x 

g: x -> 4x— 1 

h: x 

m: x - 

* -2x+4 

n: x — - —x+2 

3 

t: x 




f x * 2 6x+14 g: x —> -x 2 +4x-1 


m: x —» -x 2 +3 


n: x -» -x 2 +2x + 2 


r:x 2x 2 - 12x+22 s: x 


—I-4X+11 


h: x -> x 2 + lOx+23 
t: x —» x 2 + 6x+l i 
P : x -» -2x 2 +4x+3 
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4) Ifallar los ceros reales de las siguientes funciones polinómicas y hacer el gráfico 
indicando las intersecciones con ambos ejes. 


f x -> 

x 2 -3x + 1 

g:x -* 

x 3 - 2x 2 - 5x + 6 ' 

h:x -> x 3 +4x 2 -9x-36 

m: x -* 

x 3 +3x 2 -x-3 

n: x —» 

x 5 -16x 3 

t: x —* x 3 -3x 2 +4 

r: x -* 

x 3 -x 2 -4x+4 

s: x —► 

x 4 +3x 3 -9x 2 + 5x 



’’) ^ acer e l gráfico de las siguientes funciones, indicando dominio y recorrido. 

f:x->-í±±- g: y _ -i*" 1 hv ■ 3x+ 1 m .„ 2 x-5 

x “2 9 2x+1 hX ^ x + 4 ~4x+T 

*’) Hacer el gráfico aproximado de las siguientes funciones, indicando el dominio. 

g:x--^P_ h:x _ Jx-1) (x+3) 

x 3 x+5 x—2 

s: __1- 

x -16 x 2 + 1 (x-21 2 


(x — 1) (x + 3) 
x-2 

1 

(x-2) 2 


/) Hacer el gráfico aproximado de las siguientes funciones, indicando dominio y re¬ 
corrido. 


x 2 + 2x-3 


x 3 -x 2 +x -1 


x z -3x-4 
x 2 -5x+4 


x 3 +x 2 -x -1 

x+1 


2x-3x 


x 2 +x-2 


x 2 -x-2 

x-2 


x -x-6 


II) Craficar y hallar el recorrido de cada una de las siguientes funciones de R en R: 


|x — 5| - |x + 3j-1 


g: x -> 3|x — 11 - |2x| 

|x-3| - |2x-1|+3 


m: x — |2x—4| + |x+5¡-1 

|x 2 —4|— 1 


t: x -* ¡x 2 —x| 

|2x+1] 

si 

x<—1 

f ; x -» ■ |4-x| 

si 

-1sx<5 

|x-3| 

si 

x>5 


ll) Idem para 


♦ ni) Indicar dominio adecuado, graficar, hallar intersecciones con los ejes y dar el 
recorrido de x 
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♦ 11) Idem para f: x 
4 12 ) ídem para f: x 


2 x 

|x+3| 

[x+ 1 | 

3-x 


♦ 13) ídem para f: x —> 

♦ 14) ídem para f: x~~-> 

♦ 15) ídem para f: x -* 

♦ 16) ídem para f: x —> 


In |x- 1 | 
lln x| 

2 - í x_1 l 

_ |3x+2[ 
|x- 1 | 


♦ 17) ídem para f: x -> 

♦ 18) ídem para f: x -» 


[x+2|+|-——¿- 

|x 2 +2x + 1|-2|x+4|-|x z -1| 


Nota: Si algunos de los ejercicios propuestos en esta sección resultan demasiado compli¬ 
cados a esta altura del curso, puede volverse a ellos más adelante y realizar el estudio completo 
de cada una de las funciones elegidas. 


IV. Clasificación de funciones 

1 Funciones sobre o suryectivas 

Hasta ahora se han considerado funciones de un conjunto en otro, donde el 
recorrido puede ser una parte del segundo conjunto. Si, en cambio, para una función 
de A en B el recorrido coincide con el conjunto B, entonces f es una aplicación de 
A sobre B. 

O sea, f: A —» B es una aplicación de A sobre B si y sólo si 

Rec, = B. 


Por ejemplo, 


f: x —> 5x-1 

es una función del conjunto R sobre sí mismo. 

g:Z -> Z/VxeZ:g(x) = 5X 

no es una función sobre el conjunto de los números enteros, ya que el recorrido está 
formado exclusivamente por los números enteros que son múltiplos de 5 . 

h: x -* sen x 

es una función que aplica el conjunto R sobre el intervalo [-1;1], 

Obsérvese que, de acuerdo con las definiciones que hemos adoptado, una fun¬ 
ción siempre lo es sobre su recorrido. 


2. Funciones inyectivas o “uno a uno” 

En una función, un mismo número real puede ser imagen de distintos elementos 
del dominio, como sucede en f: x —> x 2 , donde, por ejemplo, 4 es la imagen de 2 y 
también de - 2 . 

Si se exige que cada elemento del recorrido sea imagen de un único elemento 
del dominio, entonces la aplicación es inyectiva. 

O sea. 


f: A —» B 

os inyectiva o "uno a uno" si y sólo si 

Va e A Vb e A: (f(a) = f(b) => a = b) 

o su contrarrecíproco: (a ± b => f(a) £ f(b)) 

Es decir, una función inyectiva asigna a elementos diferentes del dominio ele¬ 
mentos diferentes del recorrido. 

Geométricamente, si la función es inyectiva, una recta horizontal corta al gráfico 
a lo sumo en un punto. 

Como ya se ha dicho, 


pues 


f: x —* x 2 no es inyectiva, 

Vx e D:(f(-x) = f(x) a x a -x (si x A 0)j). 



Para negar la inyectividad basta exhibir un contraejemplo. Es decir, 
f no inyectiva «3a€A3beA: (f(a) = f(b) a a A b). 

En el caso anterior, por ejemplo, 

323-2 /f(2) = f(-2) a 2 f -2. 

Si consideramos otra función f,, definida por la misma regla anterior, pero cuyo 
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S“^. COniUn, ° de 108 nÜn,er0S ™> cativos, entonces ,, es una 



de U función f, cuyo dominio es un subconjunto del dominio de f es una tesMccfón 
Es decir, f 1 restricción de f <=> f,cf 

3. Función biyectiva o “uno a uno sobre” 

b"unTvóca e e C mre A En este caso 



t es biyectiva de R en R. 


inyersas 

ser una fundón"SolamentísTf es bireaít» 3 su relactón inversa auede o no 

Sea S b ’ yec,lva su elación inversa es una función. 

A = {a,b} . B = {y} y f = {(a;y) , (b;y)} 

f es una función de A sobre B que no es inyectiva. 


La relación inversa g = {(y;a), (y;b)} no es función de B en A, pues no se cum¬ 
plo la segunda condición exigida en la definición de función de que la imagen sea 
única. 

Sea 

A = {a,b} , B = {y,z,k} y f = {(a;y), (b;z)}. 
f es una función inyectiva de A en B que no es suryectiva. 



La relación inversa g — {(y;a), (z;b)} no es función de B en A, pues no cumple 
la primera condición de la definición de función, ya que el elemento k de B no tiene 
Imagen en A. 

Sea 

A = {a,b} , B = {y,z} y f = {(a;y), (b;z)}. 
f es una función biyectiva de A en B. 



La relación inversa g = {(y;a), (z;b)}, función biyectiva de B sobre A, se deno¬ 
mina función inversa de f y se designa con el símbolo f 

O sea, 

g = f _1 y además D, = Rec,, a Rec, = D,,. 

De acuerdo con los ejemplos anteriores, puede probarse que la condición nece¬ 
saria y suficiente para que la relación inversa de una función f sea función biyectiva es 
que f sea biyectiva. 
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♦ Teorema 


lund6n a b!yMva nCtó '’ " 9 re ' aCiÓn mVCrSa: ' “ ’™ bí »“»» a sl » **> * 9 « 

Demostraremos la implicación directa: si f es una función biyectiva, entonces su 
relación inversa g es función biyectiva eS su 

Sea 

f: A —* B y g: B —► A. 

Además, 

g = {(b;a) / (a:b) e f} y f biyectiva. 

Queremos probar: 

1) g es una función; 

2) g es biyectiva. 



A ~ = Rec g B = Rec, = D g 


fundón" q “ e 9 Sea ,UnÜÓ " debe " veri,íbarse las condiciones de ia definición de 
Primera condición 

tes de ros r ía,Sd n e1 e y A rto ,a„r° S ^ elemen ' os da B »" fundas componen- 
Es decir, pr,meras com P° nentes de k» pares de g 

D g = B. 

Segunda condición 
Al ser f inyectiva: 

(a;b) e f A (c;d) ef A b=d= a =c (i) 

Pero, por definición de relación inversa: 

(a,b) e f e=> (b;a) e g y ( C ;d) e f «=> (d;c) e g. 

Reemplazando en ( 1 ), queda: 

(b;a) 6 g A (d;c) €g A b = d=s a = c, 
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que asegura la unicidad de la imagen. 

Por lo tanto, g es una función de B en A. 

2) Para que g sea biyectiva basta probar que es sobre A y que es inyectiva. 

Primera condición 

Al ser f una función y g su inversa, es 

D, = Rec g = A. 

Pero si el recorrido de g es A, la función g es sobre A. 

Segunda condición 

Por ser f una función, se cumple, de acuerdo con la segunda parte de la defini¬ 
ción, que: 

(a;b) e f A (c;d) e f A a = c => b = d. 

Luego, 

(b;a) e g A (d;c) f g a a = c =3 b = d, 
y la función g es inyectiva. 

La demostración de la implicación recíproca es completamente análoga. 

Definición 

Si f es una función de A en B se llama función inversa de f a la función f ' de 
B en A / Vx e A Vy < B - 

f_1 [f(x)] = x A fff-' (y)] = y. 

Por el teorema anterior, dicha función inversa existe y es única si y sóio si f es 
biyectiva. (En el teorema es g = f~'.) 

Ejemplos 

1) Sea f: x —» 3x - 1. 

f es una función biypctiva del conjunto R en sí mismo. Por lo tanto existe su 
función inversa f -1 . 

El recurso más sencillo para encontrar la regla que defina a f -1 es escribir 

y = 3x - 1 y despejar x = — + 1 . 

3 

Resulta 
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variabfe, C0S,Umbfe ’ * ***" <W «"«pond. a r'. Ilamar , aml)ién „ a „ 
O sea, 


de h H «S* ecuactoyí me<# « e s™"a del grito de , respecl0 



2) Sea f: x —> sen x. 

f no es Unción biyectiva. Pued^ 


O sea, 


sea el intervalo Z ; _1J 


Rec, = D f _, = R 
considerarse una restricción de 


9 : x -> sen x A - 

7 T ■jt 

"2 ?' 

' : x -* are sen x. 




cuyo domi- 
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Como se ha indicado al comienzo de este ejemplo, la función inversa de la fun¬ 
ción seno es la función arco seno. Preferimos emplear esta notación para designar la 
función inversa de la función seno y no la notación sen -1 , que suele usarse en los 
libros modernos y en las calculadoras, y que puede confundirse erróneamente con la 

función cosecante, en la cual Vx * rm: cosec x = —1_ = (senx)' 1 

sen x 

Por las mismas razones la función inversa de la función coseno se designa arco 
coseno, etcétera. 

,l) Sea f: x —> e*. f es biyectiva sobre el conjunto de los números reales positivos. 
f _1 : x —* In x. 



4) Sea f: x —> sh x. f es biyectiva en R. 
f' 1 :x —* arg sh x. 


Utilizando la definición, puede probarse que 


arg sh x 



En efecto, 
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y = arg sh x <=> sh y = x <=o 


= X e=e y - e v - 2x = 0. 


Multiplicando ambos miembros por e y , resulta: 

e2y_ 1-2xe y = 0 » (e y ) 2 -2x(e y )-1 = 0. 

La igualdad anterior es una ecuación cuadrática en e y , que resolvemos aplican¬ 
do la formula: _ 

„V 2x± V 4x 2 +4 „ —— 

e---e y = x±v / x 2 + l. 

Siendo Vy: e y >0, solamente aceptamos la solución e y = x+v 7 x 2 + l. 

Por lo tanto, y = ln(x + Vx 2 + i), o sea, arg sh x = ln(x+ Vx 2 + i). 

Una fórmula análoga se obtiene para y = arg ch x. 

Las funciones inversas de las funciones hiperbólicas y trigonométricas se utilizan 
frecuentemente en el cálculo de integrales. 

♦ Restricciones 

Dada una relación binaria, llamamos restricción de la misma a cualquiera de sus 
subconjuntos. 

Es decir, para la relación AxB,í{ es una restricción de R si y sólo si 

R^R. 

En algunos casos, dada una relación binaría que no es función, interesa hallar 
restricciones que lo sean, como ya hemos visto para funciones definidas en forma 
implícita. 

Ejemplo 1 

Consideremos la siguiente relación definida en R: 

R = {(x;y) /x 2 - y 2 = 1}. 

Su gráfico es una hipérbola equilátera, su dominio es D = íx / IxM} v su re¬ 
corrido es R. 1 ’ 


Si 
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a) Busquemos una restricción que sea función. 

Por ejemplo, f, = {(x;y)/x 2 -y 2 = 1 A y>0¡. 

Se trata de una restricción de R pues f, c R. En efecto, 

V(x;y) : ((x;y) e f, => (x;y)eR). 

El dominio también es D = {x/|x|>1}, pero el recorrido es R + UÍO} 
¡y / y > 0j 

\ y / 

\ / 

\ / 

V // 

\v’-// 

\l\ /\ 


La misma función puede anotarse f, = {(x;y) / y = V x 2 - i}. 

Otra restricción funcional esf 2 = {(x;y) / y = - y x 2 - i}. 

En este caso, para el mismo dominio, el recorrido es R~ u {0} = {y / y<0}. 
También es otra restricción funcional de R la siguiente: 

f 3 = {(1 ;0), (-1:0)} condominio {1,-1} y recorrido {O}. 4 

i 

b) Busquemos una restricción de íRque sea función inyectiva. 

Por ejemplo, g, = {(x;y) / x 2 -y 2 = 1 a y>D a xal} es función inyectiva de 
A en R para A = {x/x>l}. 
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También g 2 = {(1 ;0), {-2;\/3) , (3;2V2)} condominio D = {1, — 2,3]. 

c) Queremos dar ahora restricciones de que sean funciones biyectivas. 

Las funciones g, y g 2 del punto b) son funciones biyectivas si elegimos adecua¬ 
damente el segundo conjunto: 

g, es biyectiva de A en R + u {0}, 
g 2 es biyectiva de D en {o, \^3, 2 V 2 }. 

Otra restricción funcional biyectiva depuede darse con el siguiente conjunto: 
ó = {(*;y) / (y = V x 2 - i a x>i) v (y = - Vx 2 - i a x<—i)} 



Su dominio es C _ jx/[x| >1 v x = 1¡. Su recorrido es R. Demostraremos que 
h es biyectiva de C en R. 

1) hinyectiva «=» Vx, Vx 2 : (h(xj = h(x 2 ) =» x. = xj. 

Parax>1: 

h(x,) = h(x 2 ) => n/ x, 2 -1 -= V x 2 2 -1 => x, 2 —1 = x 2 2 -1 => 

=» X 1 2 = x 2 2 =* KI = |x 2 | =» x, =x 2 , 
puesx,> 0 A x 2 >0. 

Parax<-1: 

h(x,) = h(x 2 ) => -Vx, 2 -1 = -\/x 2 2 - 1 => x, 2 -l = x/-1 => 

=> X , 2 =x 2 2 =» |x,l = |x 2 r=> -X, = -x 2 , 
puesx,<0 A x 2 < 0 . 

También resulta x, = x 2 y h es inyectiva. 

2) h es sobreyectiva en R <=> Vy e R 3x e C: y = h(x). 

Si y>0, entonces x = V i + y 2 . 

Si y<0, entonces x = - V 1 + y 2 . 
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Por lo tanto, h es biyectiva y admite función inversa h también biyectiva, 
Hiendo h 1 = {(x;y)/(y = Vl +x 2 a xsQ) v (y = -VI+x 2 a x<0)}. 



El dominio de h" 1 es R y su recorrido C = R - [-1:1). 
Ejemplo 2 

Definimos en R la siguiente relación binaria: 

x ^y <=> 4x 2 + 9y 2 = 36. 


Osea, = |(x;y) 


x 2 y 2 

/-+ — 

9 4 




Su gráfico es una elipse, su-dominio el intervalo cerrado [ — 3;3] y su recorrido 
ol intervalo cerrado [-2;2]. 


y 1 

2 


i i -1- m 

o 

l 

/ 3 

J X 


-2 


u) Hallar tres restricciones distintas que sean funciones con el mismo dominio [-3;3]: 



f i = {(x;y)/4x 2 + 9y 2 = 36 A y>0} 
f 2 = í(x;y)/4x 2 +9y 2 = 36 A y<o} 

f 3 = {(*;y) / (y =-|v 9-x 2 A osx< 3 ) v 

v (y = - J-V 9-X 2 A -3<X<o)j 

b) Hallar una restricción de 3? que sea función inyectiva: 

9 — ^3 - {(-3,0)} D g = (-3;3] Rec g = (-2;2] 

c) Hallar dos restricciones de 3? que sean funciones biyectivas y dar las funciones 
inversas: 

h , = {(x;y)/y = -|V9-x 2 A 0<xs 3} D h , = [0;3] Rec h , = [0:2] 
h , 1 = {(*;y) / y = j-vlAA a o < x < 2 } 
h 2 = {(3,0), (0;2), ( 2 ;-2^I)} Dh2 = {3i0 2} ñeCh2 = | 0 i2i _2£5| 

h 2 ’ = {(0;3), (2;0), 

♦ Conjuntos numerables 

Las funciones biyectivas tienen extraordinaria importancia no sólo Dara aseaurar 

ción biyectiva én!re ambo?" m ' Sm ° nUmer ° Card ' na ' S ' V SÓ '° S¡ existe una a P |ica ' 

con,^rsrr¿ <afeph ° ero) ^ - ■*«*—* 

Definición 

los númeroTSuralefS? nUmerable si V sól ° si e * coordinable con el conjunto de 
P,?pl nrl , ec,r ’ Sl existe una a P |icac 'ón biyectiva de C en N 

Puede probarse que el conjunto P de los números pares positivos es numerable 


Recf, = [0;2] 
Rec f 2 = [-2;0] 

Recf 3 = (—2;2] 
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En efecto, la función f: P 


N / Vx: f(x) =-x es una función biyectiva en N. 


Análogamente puede verificarse, eligiendo convenientemente una función bi¬ 
yectiva en N, que el conjunto Z de los números enteros es un conjunto numerable. 

El conjunto Q de los números racionales, a pesar de ser un conjunto denso en sí, 
es un conjunto numerable. 

Es decir, es posible establecer una aplicación biyectiva de Q en N. 

Para obtenerla puede recurrirse al proceso siguiente, llamado de diagonali- 
zación. 

Consideremos el siguiente esquema, en el cual se ubican todos los números ra¬ 
cionales positivos: 


1 — 2 3—4 

/ S ¿ 

J_ 2 3 4 

2 2 2 2 

i V / /" 

J_ _2 _3 4_ 

3 3.3 3 


3 3 3 3 

i S S / 

12 3 4 


Ahora podemos numerar los elementos del cuadro anterior siguiendo el orden 
marcado por las flechas y omitiendo los números que aparecen repetidos. 

Se obtiene así la sucesión: 


1; 2; —; — 
2 3 


A- A- A 

2 ’ 3 ’ 4 


a cuyos términos podemos designarlos: 

(a,; a 2 ; a 3 ; a 4 ; a 5 ; ... ). 

Luego, la sucesión (0; a,; -a,; a^; -a 2 ; ...) contiene a todos los números 
racionales, y puede establecerse una aplicación biyectiva de Q en N de la siguiente 
manera: 


Por lo tanto, el conjunto Q es numerable. 
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El conjunto R de Íos°, númemsíeTet no^T ^ numerables - 
guna aplicación biyectiva de R en N numerable. Es decir, no existe nin- 

J'unto (0;1) ®™ Strarl ° puede Probarse, en pcjmer lugar, que no es numerable el con- 

Recordenios, pri^rqu'etr^ 08 " 30 ^ P ° r * ab -do. 
décima, de infini, a S P .fras^e^ic^ sTxTsTaS:' ex ^ sarse co -o nü me ro 

guíente manera: nUmerable ' sus lentos podrían escribirse de 

a 2 a 3 a 4 a^ 

\ 

n 2 = 0, b, b 2 b 3 b 4 b 5 

n 3 = 0, c, c 2 c 3 c 4 c 5 
\ 

n 4 = 0, d, d 2 d 3 d 4 d 5 


Puede construirse ahora un número xein-Un 
tenor. (0 ’ 1 ) pue no f| gura en la sucesión an- 

El número x = o, x, x-, x x v v 

íe forma: 3 4 5 * . X " . se construye de la siguien- 

En prime, lugar, ninguna de sus ^ ^ Q ^ g ? 

.... »«„/„„* ... 

x * 0°999 lar ";í;4 ,0; ”' oomo "¡npnna de sus cifras es 0 ni es 9, x ^ o y 

,aci SHSSr~^ an,ertorrertoTO "““ 

les cóntr^’ y tos números ,ea - 

d-udiduier subconjunto de’un 00 ^—^^^^ 
Tampoco es numerable e, conjunto Oe los números irracionales. 

ejercicios 

” ¡ "~ —s. a. de 2 en * 

f: x —* 2x~ 1 
g: X -» 5x 
h: x -> x 2 
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a) justificar que no es función; 

b) dar una restricción que sea función indicando dominio y recorrido; 

,: ) dar una restricción que sea función no inyectiva y justificar; 

d) dar una restricción que sea función biyectiva y demostrar que lo es en los con¬ 
juntos elegidos. Dar la función inversa, 
h) Idem para xf^y c=> y 2 = x + 4. 


V. Algebra de funciones 

t unciones ¡guates 

Dos funciones son iguales si y sólo si están formadas por los mismos pares 
MHlm indos. 
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1 9 <=> D, — D g A Vx € D|: f( x ) = 


f:x -» l x ± 3) (x - 3) 
x - 3 

y g:x -> x + 3. 

Si.«ns¿°,al n s SsSnT,,? 3 ' 13:61 '' * “"**>• perece a g 

3, entonces se obtiene una nueva función j “úallT"” “ ha exduid0 el númer0 

9i • x -*■ x + 3 a x^3 

escalares: C, ° neS escalares pueden combinarse para obtener nuevas funciones 

1. Suma de funciones 

u función h es la suma de las funciónes , y g s i y sólo si: 

D "' D,nD » * Vx e D,:h M .„ +g)(x) = f(x) + g(x| 

2 . Resta de funciones 

La función h es la resta óe fas funciónes f y g si y sólo si: 

D » = O. n D s A Vx e Dn : h(x) - (f - g) ( x ) , f(x) _ g(x) 

3 . Producto de funciones 

La función h es e, producto de las funciones f y g si y s ói 0 s i: 

D » " D, n D, A Vx e D„: h(x) . ( (g, (x) , , (x) g(x) 

4 Coci 'ente de funciones 

La función h es e, cociente de la función f sobre la función g si y sólo si: 


Ejemplos 
1) Sean 


-- 1 y oí y 

D h = D f nD g -{x/g(x) = 0 } a Vx eDh :b(x) = l (x) -iW 

9 9M 


f : x -> ln x 


íx/x e R A x > o} 

D g = {x/x e R a x ^ 2 } 


D,^ g = Ix/xeR a x>0 a x i* 2) 

D, = R 

D g = R 

Di = R - {1} 
g 

Dg = {x/xeRAX£ riiiA neZ) 


5 Composición de funciones 

Dadas dos funciones, es posible, a veces, hallar una nueva función h, que se 
llama función compuesta de g con f, mediante la siguiente regla: 

h(x) = (f o g) (x) = f[g(x)]. 

Es decir, la función compuesta h = f o g resulta de aplicar sucesivamente dos 
(unciones, primero la función g y luego la función f. 

Esto no siempre es posible, pues para que existan valores de la función com¬ 
puesta h es necesario que el recorrido de g sea un subconjunto del dominio de f: 
RoCg C D,. 

Si el dominio de f no incluye al recorrido de g, se debe considerar una restricción 
de la función g. 

Rec 


Q> 


Obsérvese que en el caso correspondiente a la figura anterior se compone una 
restricción de g con una restricción de f. Seguimos usando la expresión “g compuesta 
con I" para simplificar el lenguaje. 

En forma análoga puede definirse la función compuesta de f con g o de sus res¬ 
tricciones. También puede hacerse la composición de varias funciones, y se demues¬ 
tra que es asociativa. 
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Ejemplos 


1) Sean 


f: x—> 3x 


g:x-v^T 


D, = R 


Rec, = R 


D g = (x/x>0¡ Rec g = {y / y > 0 } 
( f 0 9) (x) = f [g(x) ] = f(^) = 3\Zx~ 


Luego, 


f°g: X-» 3v' X. 

En este caso el dominio de la función compuesta coincide con el dominio de a 



Si se quiere hallar g o f, es 

(9of)(x) = g[f(x)] = g(3x) = V&T. 

No se cumple ahora la condición exigida de que Rec, c D 0 . Debemos buscar 

tTnclSaerPld 3 *'' 0010 ^ 6 f ’ considerando la P art e del dominio de f cuya imagen es- 
• c uida en el dominio de g. Basta considerar el subconjunto de D, que se apEa so- 

r8aies ~ - **■ ~ 

Luego, consideramos 


D f * - {x / x > 0}. 


Ahora, 


Rec,* = {y/y > o} y Rec,* c 
Nota: D f* in dica el dominio de la restricción de f y Rec,* 
Gráficamente: 


su recorrido. 


90 


Luego, 


2) Sean 


Hallar g 0 f: 


D t Rec, D g Rec g 



D g „, = D f *. 


f: x -» V x - 1 y g: x —> In: 


(9of)(x) = g[f(x)] = g(v^l) = |n(V7^1) 


D i Rec, D. 



El único elemento de Rec, que no pertenece a D es el cero. Luego, se debe 
oxcluir del dominio de f el elemento cuya imagen es 0, es decir, el número 1 
Luego, consideramos f con dominio 


Ahora, 


D,* = {x/x > i}. 


Rec* = {y/y > oí, 
-Rec * c D . 

1 — Q 


Por lo tanto, 


^9o( — L>,*. 
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Hallar f o g: 



Rec g n D, = {x/0<|x|<l}. 

Luego, se deben excluir del dominio de g los elementos que se aplican sobre 0 
Es decir, 

D g * = Dj og = {x/senx í 0} = {x/x 4- n-n A neZ}. 

Ya hemos señalado que la composición de funciones es asociativa. En efecto, 
para f: A —> B, g: B —► C, h: C -» D, podemos demostrar que h o (g o f) = (h o g) o f: 


Vx:(h 0 (gof))(x) = h(g 0 f)(x) = h(g(f(x))) 1 

Vx:((hog)of)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) ' =* Vx - ( h ,° (9 of )) M - 

J = ((h 0 g)of)(x) 

También se ha visto, a través de algunos ejemplos, que la composición de fun¬ 
dones no es conmutativa. 

Si las funciones son biyectivas, puede hablarse, en ciertos casos, de conmu- 
latlvidad de cada función con su inversa. 

Si f es biyectiva de R en R, se verifica Vx eR: (fof _1 )(x) = (f _1 of)(x) = x. 
Es decir, la función compuesta f o f _1 le asigna a cada número real x el mismo 
número x como imagen. Lo mismo sucede con f 1 o f. O sea, la función compuesta 
mi la función idéntica o la identidad de R en R. 

Por ejemplo, siendo f: R -* R / f(x) = 5x + 2, resulta: 

f -1 : R—» R /f _ 1 (x) = 

5 

(f O f 1 ) (x) = f[f-’(x)] = f( JL ^) = 5 (—g—-) + 2 = x 


(f 1 o f) (x) = f _1 [f(x)] = f-’(5x + 2) = 


5x + 2 - 2 


Si el dominio de la función biyectiva no es R, al componerla con su inversa se 
obtiene la función idéntica, pero ésta puede estar definida en conjuntos diferentes. 

A . r> / m /..\ 2x 1 _, _ j _. 


Sea f: A -» B / f(x) = -- "—- - Y. . Puede demostrarse que f es biyectiva si 

A = R -{-3} y B = R- {2}, resultandof^x) = 3x+ 1 . 

2 - x 

Ahora bien, al componer f o f _1 , el resultado es la función idéntica con dominio 
y recorrido B. Es decir, f of" 1 = Ib- 

En efecto, Vx e B: (f o f~’ ) (x) = fJT 1 (x)] = f ^ = 

= * 2 - x / _ 6x + 2 - 2 + x _ 7x 

^ 3x + 1 ^ + 3 3x + 1 + 6 - 3x ~ 7 _X 


6x + 2 - 2 + x 
3x + 1 + 6 - 3x 


O sea, a la función compuesta fof’ 1 
no le pertenece el par (2;2). 

Si queremos graficar fof -1 , resulta: 
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Análogamente, al componer f 1 of, el resultado es la función idéntica con do¬ 
minio y recorrido A. Es decir, f- 1 0 f = l A . 



Por lo tanto, no se puede indicar que f o f 1 = f 1 0 f. 

EJERCICIOS 

1) Indicar dominio y recorrido de f y de g. Hallar f + g,f~g, fg,-i,^-,g 0 f y f 0 g, 
üar el dominio de cada una de las funciones halladas. 


a) 

f: x —> x + 3 

g: x -» 2x - 1 

b) 

f: x —> Vx" 

g: x —> x 3 

c) 

f: x -» In x 

g:x -» VY 

d) 

f: x -> V 9 - x 2 

g: x -» Vx 2 - 25 

e) 

f: x -» x 2 + 2 

g: x -» In (x - 2) 

2) Hallar f 0 

g y g o f, indicando sus dominios. 

a) 

f: x —> 2x + 1 

g: x —► sen x 

b) 

f: x —» tg x 

g: x —> 2x - 3 

c) 

f: x » In (x - 3) 

g: x —> x 2 + 3 

d) 

f: x —> In (x - 2) 

g:x -» V7 

e) 

f:x -> In (x - i) 

g: x -> V x + 3 

h) 

f: x —> sen x 

g:x -> In (x 2 - 1 ) 

k) 

f: x —> V x 2 - 5 

g: x -* |x - 5¡ 

m) 

f: x -* x 2 - 1 

g‘ x —» —-— 



x + 3 
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In (x + 1) 


s) f: x —> x 2 - 2 g: x -» 

3 ) Hallar dominio y recorrido de f o g. 


a) 

f: x —> 

In x b) 

f: x —* 

Ixl 

X 

c) f: x —> — 

X 


g:x 

|sen x| 

g : x -> 

x 2 - 6x + 8 

g: x —> mant x 

d) 

f: x -> 

In (x + 3) e) 

f:x — 

V / x 2 - 9 



g:x -» 

-|x-2| 

g ; x — 

|x-3| 



4) Sea f: A —» B / f(x) = V x 2 + 1. a) Elegir A y B para que < sea biyectiva. b) De¬ 
mostrar que lo es. c) Hallar f 1 . d) Verificar f o f 1 = l B . e) Verificar f 'of = l A . 

5) Idem para f(x) = \/ 1 - x 4 . 

VI. Ecuaciones paramétricas de una curva plana 

Hemos visto en este capítulo que los gráficos de funciones escalares son con 
|untos incluidos en R 2 . En todos ellos, una recta vertical corta al gráfico a lo sumo en 
un punto. 

Curvas más generales pueden ser graficadas utilizando dos funciones escalares 
que dan una representación paramétrica de las mismas. 

Por ejemplo, 

C = {(x; y) / x = 2cost a y = 2sent a 0 < t s 2 tt} 

os un conjunto formado por los puntos de una circunferencia con centro en el origen 
y radio 2. 

x = 2 eos t a y = 2 sen t son las ecuaciones paramétricas de la circunferen¬ 
cia, y el número real t, variable, es el parámetro. 

Si elevamos al cuadrado y sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones, eli¬ 
minamos el parámetro y obtenemos la ecuación cartesiana x 2 + y 2 = 4. 

La curva C puede considerarse también como la trayectoria de un punto que 
recorre la circunferencia en el sentido positivo o antihorario. 



Si en las mismas ecuaciones paramétricas consideramos 0 < t < 4 tt, la circun¬ 
ferencia es recorrida dos veces en el mismo sentido. 
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De la misma manera, x - a eos t A v — k * 

y b sen t son las ecuaciones paramé- 

tricas de la elipse de ecuación cartesiana — + = i 

P JO una circunferencia que rueda, sin deslizarse, sobre una recta. 



Por la definición dada, es OA = PA = a t 
Siendo P = ( X ;y), resulta: 

OP - OA-P'A = a t - a sen t a y = pp- , MA - MB - a-acosl. 
Puede probarse, entonces, qoe tas ecuaciones paramétricas de la cicloide son: 
x = a (t - sen t) A y = a (1 - eos t). 

En general, si f y g son funciones escalares, obtenemos C c R 2 tal que 
c = {(x; y) / x = g(t) A y = f( t) A teD) n D g }. 

o sea C ° m ° CaS ° Part¡CUlar P ° dem0S conside -r aquel en que g es la función idéntica, 
c = {(x;y) / x = t A y = f(t)}. 

En esta situación el conjunto C es, directamente, el ético de I, (unción eS oalar f. 
Ejemplo 1 

Sea C = {(x;y)/x = 2 VT A y = t 2 A t, 0 ¡ 

Si eliminamos el parámetro, obtenemos y = o in - 

’ -jg • Sin embargo, C no es todo el 

gráfico de la función escalar h- x - _xl_ 

16 ’ ^ ue solamente está incluida en C la 
parte del gráfico para la cual es x > o. 
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1) Siendo C = {(x;y)/x = g(t) a y = f(t) A te D, O Dj 

ttoo RVví 9 y n’ elimi '? ar el Pa^metro y obtener una ecuación cartesiana del 
c!den, X 'para ' "•* * % *** ■* 

2) Idem si g: t 2 eos t A f: t -> 4 sen 2 1. 

3) Idem si g: t -> cosec t a f: t -» - cotg 2 1 a 0 < t < tt 

4) Idem si g: t -*• 5 e 1 a f: t -> 2 e'. 

5) Ecuación cartesiana y gráfico de la astroide, cuyas ecuaciones paramétricas son- 

x - acos t A y = a sen 3 1 A a>0 a 0<t<2ir. 
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Vil. Ecuación polar de una curva plana 

Coordenadas polares 

Las coordenadas cartesianas ortogonales permiten ubicar un único punto del 
plano mediante un único par de números reales (x;y). 

Éste no es el único sistema de coordenadas que se utiliza en el plano, y, en algu¬ 
nas ocasiones, otro sistema resulta más conveniente: el de coordenadas polares. 
Fste sistema tiene como elementos de referencia un polo 0 y un eje polar que coin¬ 
cide con el semieje positivo de abscisas del sistema cartesiano ortogonal. 



Para ubicar un punto P en el plano basta considerar su distancia r al polo y el án¬ 
gulo t que forma el eje polar con el segmento OP, medido en radianes. Con esta de¬ 
finición, r y t son números reales, el primero no negativo. 

El par de coordenadas polares (r;t) que se asigna a un punto P del plano no es 
único, pues le corresponden también, al mismo punto P, los infinitos pares (r;t + 2k?r) 
con k e Z. Además, al origen le corresponden los infinitos pares (0;t) con t e R. 

Por otra parte, dado un par de números reales, si se lo considera como coorde- 
nndas polares de un punto del plano, es necesario interpretar qué significa que el nú- 
moro r sea negativo. 

Para ello, dado el par (r;t), si r < 0, entonces se le hace corresponder un punto 
dol plano cuya distancia al polo es -r y el argumento t + v. 

Por ejemplo, al par ^-2;-^ se le hace corresponder el punto P de la figura si¬ 
guiente: 

/ 


y 



P 


Las fórmulas de pasaje al sistema cartesiano ortogonal son: 

x = rcosl a y = rsent. 

Obsérvese que, por ejemplo, al punto P de la figura siguiente, cuyas coordena¬ 
das cartesianas son (0;3), le corresponden como coordenadas polares los infinitos 

pares: ^3;-^+2kir^ y ^-3;3^+2k7i^ conke Z. 
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En general, 


O 

coordenadas polares + 2k „ y , _ ,, + (2k + 1)jr) co „ k ( z a P 19 “ rres P°" de " las 

SSítanoTí “nKSt,:T*a e ' a" 3 blVKCiÓ " e " ,re el “"¡«o d * puntos 
0 < t < o y „ “ njunt ° de sus coordenadas polares. Para ello puede exiqlrse r > 0 v 
0^t<2n,y asignarle al polo el par (0;0) (Cálculo 2, pág. 54). ° y 

Ecuación polar 

es 

métricas x = f(t) eos t a v - fm c» n corresponde a las ecuaciones para- 

nucosi a y _ f(t) sen t con parámetro t. 

Ejemplo 1 

pendente' T*" polar 1 = a c«'e=Ponde a coa recia que pasa po, el origen y tiene 




Ejemplo 2 

si-ana ^71 ° = T V ^ *’ CUya eCUadón Carte 1 
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t/úmplo 3 

Consideremos la ecuación cartesiana (x - a) 2 + y 2 = a 2 , que corresponde a 
gnu circunferencia con centro en ei punto (a;0) y radio a (a > 0). 



Para obtener su ecuación polar vemos que 

x’’ 2ax + a 2 + y 2 = a 2 <=> x 2 - 2ax + y 2 = 0 <=> r 2 - 2 ar eos t = 0 <=> 

*-> r (r - 2 a eos t) = 0 «=> r = 0 v r = 2 a eos t. 

La ecuación polar es, entonces, r = 2 a eos t, pues r = 0 es el caso particular 
en que t = —. 

Obsérvese que si t es un ángulo del segundo o tercer cuadrante, resulta r < 0. 

Por eiemplo, t = => cost =- - — =» r = - av 7 2 y el punto P está 

ubicado en la posición ilustrada en la siguiente figura: 
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'“'V-ip,W3^ 1 | 0 , i p 1 , v ,, Tr 


EJERCICIOS 

1) Encontrar las coordenadas cartesianas de los pontos coyas coordenadas pota, 


r = 3 
t = 577 


r = -5 

1 = hL 
6 


2) srz* 
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I S) Qraficar la curva de ecuación polar r = 2(1-2 sen t). 

4) Idem para r = |2 eos t|. 

I) Idom para r = sen 2t. 

R) Idom para r = t (espiral de Arquímedes). 

I f) Idom para r = 1 + eos t (cardioide). 

8) I ricontrar la ecuación polar de la curva cuya ecuación cartesiana es xy = 1. 
I 8) Idom para x 2 + y 2 + 4y = 0. 

10) Idem para (x 2 + y 2 ) 2 = g(x 2 - y 2 ) (lemniscata de Bernoulli). 

II) Idom para y 2 (4 - x) = x 3 (cisoide de Diocles). 

•••puestas a ejercicios 

SAPItulo 3 

••Odón I 

1) 0 fio es función: (c;2) e g a (c; 0) e g A 2 # 0 
h no es función de A en B pues Ó h * A 

I) 1(0) 5, f(3) = 5, f(—3) = 23, f(2x) = 4x 2 - 6x + 5, 

Mk 1) = x 2 - 5x + 9 

h(o) 1, h(1) = o, h(sen x) = In (sen x), h(e*) = x 

•) Di {x / x e R A x>2( Rec, = {y / y e R A y>0| 

D u ' R _ Rec g = (y / y > 0} 

(\ {x/x€Ra |x| > V 3} Rec h = iy/y€R a y>0) 

| 0, (x/xeR a x*{2k+1)-£ a k€Z) Rec =R 

2 s 

[ 0, |x/xeR a x<3) Rec, = r 

[' 0„, - ¡x / x e R A x * 0 } ReCm = R 

- Ix./xíR a x * 1 } Rec m = R 

h" ~ o !~r 4} ¡ ReCp = R - (0) 

' R i0} Rec u = (y / y < 0} 

i) n, - ( x;1] u [2; + x) 

!>„ - H (-3,-2,-1} 

0 h - (x/X>2 A XpE 3 } 
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Sección II 

6 

; y¡ 

D, = [0;3) 


'J \ 

R ec, = {-1} u (2;6) 


[ 1 ¡1] U {2} U [5;6] 


(—3; — 1 ] u [0;2) 

[5;11) U [-3,-1) 


H - E (0,1) 

!y/y = -5 v y > i) 


(-i;5] - {1} 

-3 


0] U {3} U (4;+co) 
7) U {-4} U [0;+oo) 
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Sección III 

2) Intersección del gráfico de f con ambos ejes en (0;0) 

g: intersección con eje x en con eje y en (0;-1) 

h: intersección con eje xen| —y-;0^ • con e i e V en ( 0;5 ) 

m: intersección con eje x en (2;0), con eje y en (0;4) 

n: intersección con eje x en (6;0), con eje y en (0;2) 

t: intersección con eje x en (—2;0), con eje y en (0;—2) 


l»<x) - 

(x - 3) 2 + 5 

eje: x = 

3 

vértice. (3:5) 

too - 

(x - 2) 2 + 3 

eje: x = 

2 

vértice: (2;3) 

tf>(x) = 

(x + 5) 2 - 2 

eje: x = 

- 5 

vértice: (-5;-2) 

m(x) = 

-x 2 + 3 

eje: x = 

0 

vértice: (0;3) 

n(x) = 

-(x - I) 2 + 3 

eje: x = 

1 

vértice: (1;3) 

t(x) = 

(x + 3) 2 + 2 

eje: x = 

-3 

vértice: (-3:2) 

f(x) = 

2 (x - 3) 2 + 4 

eje: x = 

3 

vértice: (3:4) 

n(x) = 

| (x + 6) 2 - 1 

eje: x = 

-6 

vértice: (— 6; — 1) 

P(X) = 

-2(x - I) 2 + 5 

eje: x = 

1 

vértice: (1;5) 


4) Intersecciones del gráfico de g con el eje x: (1:0), (3:0), (-2:0). 

con el eje y: (0:6). 

Inlersecciones del gráfico de h con el eje x: (3:0), (-3:0), (-4:0). 

con el eje y: (0;—36). 

Intersecciones del gráfico de m con el eje x: (-1:0), (1:0), (-3:0). 

con el eje y: (0;-3). 

Intersecciones del gráfico de n con el eje x: (0:0), (4:0), (-4:0). 

con el eje y: (0:0). 

Intersecciones del gráfico de t con el eje x: (2;0), (-1 ;0). 

con el eje y: (0:4). 

Intersecciones del gráfico de r con el eje x: (2:0), (—2:0), (1:0). 

con el eje y: (0:4). 

Intersecciones del gráfico de s con el eje x: (0:0), (1:0), (-5:0). 

con el eje y: (0:0). 


5) D, 

= R-{ 

2} 

Rec ( 

= R - {1} 

x = 2 
y = 1 

es asíntota vertical 
es asíntota horizontal 


= R - < 

f__1 
l 2. 

\ ReC 9 

= R - {2} 

1 

x =- 

2 

y = 2 

es asíntota vertical 

es asíntota horizontal 


= R - { 

-4} 

Rec h 

= R - {3} 

X = -4 

y = 3 

es asíntota vertical 
es asíntota horizontal 

D m 

= R-{ 

JL1 

4 i 

• ReC m 

- - - (ií 

X = -± 

4 

es asíntota vertical 


y = — es asíntota horizontal 
2 


ti) D, = R - {3} x = 3 es asíntota vertical 

D g = R - {-5} El gráfico es el de la recta y = x - 5 excluido el punto 

(— 5; — 10) 

D, = R - {4,-4} x = -4 es asíntota vertical 

D, = R y = 0 es asíntota horizontal 

D s = R - {2} x = 2 es asíntota vertical 

y = 0 es asíntota horizontal 
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R - {-3,1} Rec, 

R { 1} Rec g 

R - {2} Rec h 

R - { 1 } Rec, 

R -{°,-|} Rec m 

R- {0,1-1} Rec n 


R ~ i 0, 4 J 

= {y / y > - 1} g(x) = x 2 - 1 a x * -1 

= R - {3} h(x) = x + 1 a x # 2 

= {y/y > 1} l(x) = x 2 + 1 a x * i 

= R “{°. - -g-} asíntota vertical: x = -|- 

= R — [ — 1 ;0] x = 1, x = -1 son 

asíntotas verticales 

= R x = 1, x = -2 son 

asíntotas verticales 

= R - {1} x = 1 es asíntota vertical 

= R x = -2, x = 3 son 

asíntotas verticales 


asíntota vertical: x = 


R — {0,1,—1} Rec n = R — [—1 ;0] 
R - {1,-2} Rec s = R 
R - {4,1} Rec. = R - {1} 


R — {3,-2} Rec = 



7 si x < -3 

1 - 2x si —3 s x < 5 
-9 sí x>5 


= R-m 

= R 


ReCf = [-9; 7] 


x + 5 

si 

X < — 

2 

7 - 3x 

si 

-^< x< 3 

1 - X 

si 

x > 3 


{y/y > 6} 


= [ y/ysJ f] 


-3x — 2si x < -5 
8 - x si -5 < x < 2 
3x si x>2 


5 si |x| > 2 
x 2 si Ixl < 2 


x 2 - x si x < 0 
x - x 2 si 0sx<1 
X 2 - X si X > 1 


' 3 - x sí x<0 

g:x-» 3 - 5x si 0 =£ x < 1 

x - 3 si x > 1 


m 


_L i 

2 


Hoc s = {y/y 


Rec, = {y / y > 0} 
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4x + 

10 

si 

x < -4 

-6 


si 

-4<x<-1vx>1 

2 x 2 - 

-8 

si 

-1 < X < 1 


Itcción IV 


D f = R 

Rec, = íy/y < -6) 
int. ejé y: (0; -8) 


1) f os función inyectiva de Z en Z, pero no es suryectiva. Es biyectiva sobre Q y 
«obre R. Idem para g. 

h no es biyectiva. 

|) f 1 : x -» are eos x; g -1 : x -> x 2 + 1 (x >0); h _1 : x -<■ 10*. 

I no es biyectiva. 


x + 3 
5x —‘‘2 

2 + 3x 
1 - x 


D ' = R - íl] 

D, = R - {-3} 


Rec, = R - {f ) 


Rec, = R - {1} 


- - 1 D, = {x/xeR a x>0) 
x 

Rec, = {y/yeR a 0 < y < 5} 


x 

- 

1 + 3x 

2 - x 

D m 

= R 

- {-3} 

Rec m = R 

- {2} 

1 : x 

- 

1 

X 

D n 

= R 

- {0} 

Rec n = R 

- {0} 

x 

- 

1 - 3x 

X 

D u 

= R 

- {-3} 

Rec u = R 

- {0} 

■’:x 

— > 

4x + 1 

4 - 2x 

D r 

= R 

- {-2} 

Rec r = R 

- {2} 
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a) no es fundón, pues, por ejemplo: ^0; -| ^ e ^ a ^0; - ) e 1(_ 

b) por ejemplo, f = ((x;y)/y = ] D, = R Rec, = 

c) f no es inyectiva, pues ^4;ef a (-4 ;-|) e f A 4 * 

d ) 9 = [(x;y)/y = V9 + x 2 a x > 0 j D g = {x/x>0} 

Rec n = fy/y>-|.] g-1 - f( X ;y)/y = 4x 2 - 9 a > 


M no os función con variable x, pues (0;2) e7( a (0; - 2) e a 2 $ - 2 

li) f |(x;y)/y = v'x + 4 | j D, = ¡x/x > -4j Rec, = ¡y/y >0¡ 

fl) no 3 Todas las restricciones funcionales son inyectivas. 

(I) I os biyectiva. f _1 = ¡(x;y)/y = x 2 - 4 a x > 0J 


1) a) D, = Rec, = R D g = Rec g = R 

D| . g = Df_g= Dfg = Dgol = D, c g = R 

D ■ R - (I) 

D a = R-í-3! 


(f o g) (x) = 2x + 2 \(g o f) (x) = 2x +5 
b) D, = ¡x/x > 0j Rec, = ¡y/y > 0) 


D g = R Rec g = R 


D l + g = D,_g = D fg = D go , = D )og = ¡x/x > 0] 


D ' = Ds = jx/x >0j 
g f 


(f o g) (x) = Vx 2 * (g o f) (x) = (Vx)' 

c) D, = {x/x>0) Rec, = R D g = {x/x>0} Rec g = {y/yzO} 

D,_ g = D, _ g = D, g = D, — Df fJ g - {x / x > 0} Dg 0 ,“ íx/xüll 

g 

D = {x / x > 0 a x í 1} (f o g) (x) = ln \fx (g o f) (x) = \/ In x 


d) D, = [ — 3;3] Rec, = [-3;3] D g = {x/|x|>5} Rec g = R 

D, . g = D, g = D (g = Dj^ = D g = D go( = </> 

g T 

D fo g = ( - VM-.v'M) (fog)(x) = V34 — x 2 


e) D, = R Rec,= {y/y>2Í D g = {x/x >2} Rec g = R 
D, * g = D, _ g = D, g = Dg = D (og = {x / x > 2} 

f 

D , = {x / x > 2 A x 3} D go , = R - {0} (f o g) (x) = !n 2 (x - 2) + 2 
9 (g o f) (x) = ln x 2 

2) a) (f o g) (x) = 2senx + 1 D, og = r 

(g of) (x) = sen(2x + 1) D go , = R 
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b) (f o g) (x) = tg (2x - 3) 
(9 o f) (x) = 2 tg x - 3 


c) (fog) (x) = Inx 2 

(9 o 0 (x) = ln 2 (x - 3) + 3 


d) (fog) (x) = 
(9 o f) (x) 

e) (to g) (x) 
(gof) (x) 

h) (f o g) (x) 
(gof) (x) 

m ) (f o g) (X) 

(g o f) (x) 

s) (f o g) (x) 
(gof) (x) 


: ln (Vx~- 2) 

= \/ln(x - 2) 

= ln(v'x + 3 - i) 
= Vln (x - 1) + 3 

= sen [ln (x 2 - 1)] 
= ln (sen 2 x - 1) 

(x + 3) 2 1 

_ 1 
x 2 + 2 

= ln 2 (x + 1) - 2 
= ln (x 2 - 1) 


D fog = R - fx/x = (2k + i) jl + JLa ke 
1 4 2 


Dg 0 , = 


R "í 


L 4 2 

x/x = + kí t a kez! 


= R - {0} 

= {x/x > 3} 

: {x / x > 4} 

{x / x > 3} 

{x / x > - 2} 
(x/x > 1 + e‘ 3 } 

: [X / |X| > 1j 

■ R - {-3} 

R 

{x/x > -i} 

{x / |x¡ > 1 } 


3 ) a ) D f og = (x/x e Rax ^ mr a n e Z) 
Rec (og = {y /y < o} 


b) 

D, 

[ 0 g ~ 

R 

- {2,4} 





Re Cfog 

= 

{1,-1} 




c) 

D, 

og = 

R 

- Z 

ReC log 

- íy/y > 

1} 

d) 

D, 

°g ~ 

(- 

i;5) 

Rec f,g 

= íy/y < 

In3} 

e) 

D f 

°g = 

R 

- (0;6) 

ReCfog 

II 

•< 

IV 

0} 


4) A — {x/x si} B = {y / y > 0} _ ./Z2 7 ~ / 

' ' ' T (X) - Vx ¿ - i (es un ejemplo) 

5) A = {x / x > 0} B = {y / y < i} M(x) = (es un ejemplo) 
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4. LÍMITE FUNCIONAL 


p[ 0 mont' d | ea i " 71 '* 6 a , parece '"tuitivamente en muchas situaciones. En geometría 
elemental se define la longitud de una circunferencia como el "límite" a que tiende 

a lono, hid'rtP d L P TH e í° S 5 e polí 9° nos inscriptos en ella (o circunscriptos), cuando 
ongitucf de cada lado tiende a cero. La misma idea se utiliza para definir el área de 
n circulo mediante areas de polígonos inscriptos o circunscriptos. En física, para de- 

ntlnL Ve w C ? ad instantanea - se recurr e al “límite" de la velocidad media cuando el 
ntervalo de .lempo considerado se hace cada vez menor. 

Estas ideas sólo pueden hacerse precisas mediante la definición previa de límite 

gundo eSIOneS Y ^ hm ' te ^ funci0nes ’ siendo el P rimero un caso particular del se- 

En este capítulo nos ocuparemos solamente de límite funcional. 


I. Límite finito 


Nos interesa ver en qué condiciones los valores de una función escalar se apro¬ 
ximan 3 un numero real determinado cuando los puntos del dominio se acercan a un 
punto a, que puede o no pertenecer a dicho dominio: 

Consideremos la función f definida de la siguiente manera: 



f: x 


i 


2 x - i 
4 


si x A 3 
sr x = 3 
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El gráfico de f consiste en el punto aislado (3;4) y en una recta de la cual se ha 
excluido el punto (3:5). 

Calcularemos algunos valores de la función en un entorno reducido del punto 3, 
es decir, sin preocuparnos por lo que sucede en dicho punto. 


x I 2,8! 

2,9 

2,99 l 

2,999 | . 

■ 1 3 1 ■ 

.. | 3,001 

3,01 

3,1 

3,2 

co 

X* 

4,8 

¡ 4,98 

4,998 1 . 

.. I E2 1 

.. 1 5,002 

5,02 

5,2 

1 5,4 


Los valores de la función f se acercan al número 5 cuando los valores de x se 
acercan al número 3. Aún más, la función puede alcanzar cualquier valor próximo a 
5 con tal de considerar x suficientemente próximo a 3. 

Si se desea, por ejemplo, que el valor absoluto de la diferencia entre 5 y f(x) sea 
menor que un diezmilésimo, podemos considerar'las siguientes proposiciones: 

jf(x) — 5| < 0,0001 

|(2x — 1) — 5¡ < 0,0001 

c=> |2x-6¡ < 0,0001 

<=> |2(x-3)| < 0,0001 

c=> ¡2| |x-3| < 0,0001 

, , 0,0001 

c=, |x-3| < —— 

<=> |x-3| < 0,00005 

Por lo tanto, 0 < |x — 3| < 0,00005 => |f(x)-5| < 0,0001. 

En efecto, 



y para valores de x en el entorno reducido de 3 de radio 0,00005, los valores co¬ 
rrespondientes de f se encuentran en el entorno de 5 de radio 0,0001. 

Obsérvese que se eligió primero el número 0,0001 y, a partir de ese número, 
se obtuvo el número 0.00005. 

En genera!, para cualquier número e > 0 basta considerar 8 = pues 

0 < jx— 3| < — => 2|x-3| < e=> |2x-6| < e =s> |(2x-1)-5| < €. 

Para indicar que los valores de la función f se aproximan al número 5 cuando 
x se aproxima a 3, se utiliza el simbolismo: lím 3 f(x) = 5, que se lee “el límite de los 
valores de f en 3 es 5". 

O bien, f(x) —> 5 si x —> 3, que se lee “f(x) tiende a 5 si x tiende a 3”. 

Otro símbolo equivalente, menos utilizado, es f 3 f = 5. 

La expresión más utilizada es “la función f tiene límite 5 en el punto 3". 
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3 


x 


x 3 —4x 

Consideremos ahora la función h: x —>• - 

x-2 



Esta función no está definida en x = 2, pero sus valores se aproximan al nú¬ 
mero 8 cuando x se acerca a 2. 

Puede probarse que lím 2 h(x) = 8. 

Precisaremos los conceptos anteriores mediante la siguiente definición. 

Definición 

El número ( es el limite de los valores de la función f en el punto a si y sólo si: 

1 ) a es punto de acumulación del dominio de f; 

2) para cualquier número positivo e existe un numero positivo 5, tal que: 

Vx: (x e D f a o < |x - a| < 6 =3 |f(x) - (| < e). 
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O sea, lím f a (x) = £ <=> 1) a punto de acumulación de D,; 

2) Ve > 0 35 > 0 / Vx: (x e D, a 0 < |x - a|< 5 => |f(x) - 1 1 < «)■ 

En general, el número 8 depende de e . Hallado un número 8 que satisfaga la 
condición, cualquier número positivo 8' < 8 también la satisface. Además, un nú¬ 
mero 6 que sirve para cierto e , servirá también para cualquier número mayor que e, 
pero nada se podrá asegurar respecto de uno menor. 

En el caso que estamos considerando, donde el límite es finito, interesa especial¬ 
mente “e tan pequeño como se quiera”. 

♦ En la definición de límite se exige además que el punto a sea de acumulación del 
dominio, para evitar que la definición de límite se satisfaga trivialmente en puntos 

aislados. ..„„ 

En efecto, si a no es punto de acumulación del dominio de f, existe algún entorno 

reducido de a al cual no pertenece ningún punto de dicho dominio. En ese caso, 
el antecedente de la definición de límite resulta falso y la implicación verdadera. Pero 
esto no corresponde a la idea intuitiva de “acercarse al punto a tanto ócme se quiera . 

En cambio, si el punto a es de acumulación del dominio, en todo entorno redu¬ 
cido de! mismo existe algún punto que pertenece al dominio de f y la implicación 
debe ser verdadera con antecedente verdadero, o sea, que existen puntos del dominio 
distintos de a, pero tan próximos a él como se quiera. 

Recordemos las definiciones de entorno y entorno reducido de un punto. 

y )f(x) — |< e |<=* f(x) eE(<?, e) 

0 < jx — a|< 5 !<=> x e E'(a, 8). 

Teniendo en cuenta las equivalencias anteriores, la definición de límite finito se 
puede expresar así: 

Los valores de la función f tienen como límite el número real f en el punto a, que 
es punto de acumulación de su dominio, si y sólo si para todo entorno de centro ( 
existe un entorno reducido de centro a, tal que 

Vx: (xeD, n E'(a) => f(x)eE(0). 

Gráficamente, para cualquier par de rectas horizontales h y h', con el punto (a, () 
ubicado entre las dos y a igual distancia de cada una de ellas, existen dos rectas ver¬ 
ticales v y v' con (a; () entre ambas y a igual distancia de ambas, tales que todo punto 
del gráfico de f con abscisa distinta de a y ubicado entre v y v' también está entre 
h y h'. 


Obsérvese que 8 es el menor entre los números 8 y 8', determinados gráfica¬ 
mente por las dos proyecciones, sobre el eje x, de las intersecciones del gráfico de 
f con las rectas h y h'. 


II. Algunos límites finitos 

Probaremos la existencia de los siguientes límites finitos: 

t) Límite de la función constante f: x -» k 

Puede probarse fácilmente que el límite de una función constante, en cualquier 
punto de su dominio, es dicha constante. 

Es decir, Vk e R: lím a f = k. 

Probar que el número k es el límite buscado significa encontrar, para cualquier 
número positivo e, un número positivo 8 que satisfaga la condición exigida por la 
definición. 

En este caso, 8 es cualquier número positivo, pues para cualquier e positivo y 
para cualquier 8 positivo, resulta: 

Vx: (x e D, a 0 < |x — a| < 5 => |k - k| = 0 < e). 

O sea, se verifica la definición de límite para f(x) = k y para <? = k. 

2) Límite de ta función idéntica f: x -» x 

Puede demostrarse de inmediato Va e R: lím a x = a. 

En efecto, considerando un numero positivo 8 s e , resulta: 

Ve>0 38se/(xeD f A0<|x-a|<8=> |f(x) - £\ = |x - a| < 8 < e). 

3) Límite de la función lineal f: x —> px + q (p V 0) 

Probaremos Va e R: lím a (px + q) = pa + q. 

Con la intención de encontrar el número 8 > 0 correspondiente a la definición de 
límite, podemos hacer el siguiente planteo auxiliar: 

|f(x) - i\ < e <=> |(px + q) - (pa + q)| < e <=> 

<=* iP(x - a)| < e <=> |p| |x - a| < « <=> |x - a| < 

IpI 

Luego, para cada e > Oes posible determinar el número 6 tal que 

0 < 5 < -rv, y se verifica: 

IPI 

0 < ]x -a|-<-|^|- => |p| |x - a| < e => |px - pa| < e => 

=» .jpx + q - pa- q| < € => |f(x) - (pa + q)| < e. 
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4) Límite de una función cuadrática f: x -* (x - a) 2 

Se verifica Va e R: lím a (x - a) 2 = 0. 

Tengamos en cuenta que; 

¡(x - a) 2 - 0| < e <=> |(x - a) 2 !' < e c=> |x - a¡ 2 < e » jx - a| < \^T. 
Luego, en este caso, 8 es cualquier número positivo menor o igual que v^T. 
En efecto, 

Ve > 0 38 = \TT /(0 < |x - a| < VT => |(x - a) 2 | < (VT) 2 = e). 
Veamos ahora un caso particular. 

Consideremos f; x —* 3x 2 + 4x - 6 en el intervalo [1; 3], 

Demostraremos que lím 2 f(x) = 14. 

Debemos encontrar 8 / |f(x) - 14| < e si 0 < ¡x - 2¡ < 8 a1<x<3. 

Ahora bien, |f(x) — 14| < e <=> |(3x 2 + 4x - 6) - 14| < e » |3x 2 + 4x - 
- 20| < e. 

El polinomio p(x) = 3x 2 + 4x - 20 es divisible por (x - 2), y resulta 
p(x) = (x - 2) (3x + 10). 

Luego, |x - 2| |3x + 10| < e » jx - 2| < --—- 


Como x e [1; 3], para 


|3x + 101 

x = 1 es 8' = y para 


x = 3 es 8 = 


Elegimos el menor 8, o sea, 0 < 8 <-. 

19 

InvirtiendQ el camino que nos permitió hallar el número 8, obtenemos: 


0 < |x - 2| < —— => |x - 2| < ir 

1 19 1 ■ 1 |3x + 10| 

|3x 2 + 4x - 20 1 < e => |f(x) - 14| < e . 


|3x + 10| |x - 2| < e 


♦ 5) Otros límites 


a) Sea f: x ■ 


■. Probaremos que su límite en el punto 5, que es de acu¬ 


mulación de su dominio, es ■ 


Para ello debemos encontrar 8(e) > 0 tal que Ve > 0, si 0 < |x - 5| < 8, en¬ 


tonces 


Realizamos algunos cálculos auxiliares que facilitan la obtención del número 5 (e). 

_2x_10 _ 18x - lOx - 40 8x - 40 

: + 4 9 6 ~ 9(x + 4) 6 ^ 9(x - 4) < 6 ~ 


< e <=> 


8x - 40 
9(x + 4) 


< e •=> 


ll7T^[ <ec= " lx - 5 l < l e l x + 4 l 


Si x e (4;6), podemos elegir 0 < 8 < 9e, observando qu^ pedir 4 < x < 6 equi¬ 
vale a exigir 0 < 5 < 1. v 
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En efecto, si 5 es el menor número entre 1 y 9e, obtenemos; 


|K - 5| < 9e => |x — 5| < 9e => |x — 5| < 9e 
| X + 4| > 8 si 4 <x <6. 


IX+ 41 


Luego, |x — 5| < — e|x + 4| => - 
Por lo tanto, 8 = mínimo (1,9 e). 


8 |x - 5| 

9 |x + 4| 


< e => 


b) Probaremos que lím_., ^-5- + 4^ = 1. 


|f(x) - e\ = 


3 + 3x 


3 |x + 1| 


Por lo tanto, - ^ X 4- 1 - < e <=> Jx + 11 < — |x|. 

|x| 3 

En este caso no conviene elegir 0 < 8 < 1, pues ello equivale a pedir —2 < x < 0 
y, al buscar el menor 8, no existe un 8(e) positivo para todo el intervalo (-2; 0). 

13 1 

Por ello exigimos 0 < 8 < —, o sea, —— < x < ——. 


Por lo tanto, si 8 = mínimo 


(H)' 


resulta: 


|x + 1|<4 => 6|x+l|<e=>3-2|x + l|<e. 
6 

Como x < es |x| > y también < 2. 


Luego, 3-2|x+1|<e=> 3 -|^-|x + 11 < e 


< e=> |f(x) — 11 < e. 


EJERCICIOS 

1) Probar que la función f: x-> 3x + 2 tiene límite 14 en el punto 4. 

2) Probar que la función f: x -► + 3 x = 2 tÍene 13 en el P unt0 2 - 


3) Hallar 8 para e = 10" 4 si f: x 8x + 1 y se calcula el límite en x = 0. 

4) Hallar 8 si f: x —> x 2 - 3x + 5 para cualquier x e [2; 4] y demostrar que lím 3 f(x) = 
= 5. 

5) Demostrar que lím 4 f(x) = 17, hallando 8 válido para cualquier x del intervalo (2; 6) 
si f(x) = x 2 - x + 5. 

6) Idem para a) lím 2 (x 3 + 5x) = 18 si x e [1;3]; 
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b) lím 3 (x 3 - 3x 2 + 4x) = 12 sixe(1;5); 

c) lím, (x 2 - 2 x + 9 ) = 8 si x e [ 0 ; 2 ]; 

d) lím 3 (x 2 - 5x - 1) =-7 si x e [2;4], 

7) Demostrar que lím a (x - a ) 3 = 0. 

8 ) Probar, hallando 8 (e), que lím_, -= o 

2 x 2 - 2 x + 1 

— ~7 -i 

9) Idem para lím, —5 -- = —. 

3 x 2 + 7 8 

Y 2 _L "1 

10) Idem para lím,-= -1 

u x - 1 

III. No existencia de límite 

Recordemos una vez más la definición de límite finito: 
lím a f(x) = f <=» Ve > 0 38 > 0 / Vx: (x e D f a 0 < |x - a| < 8 |f(x) - f\ < e). 

Veamos ahora cómo puede negarse la expresión anterior. 

Para que la función f no tenga límite en el punto a, la definición de límite no 
debe verificarse para ningún número real V, es decir, 

VT’eR: ~ [ve > 0 38 >0/ Vx : (x e D, a 0 < ]x - aj < 8 => ¡f(x) - €\ < e)]. 

Ahora bien, para negar la proposición anterior, hay que negar los cuantificadores 
y además negar la implicación mediante la conjunción entre el antecedente y la ne¬ 
gación del consecuente, según lo demostrado en la página 5 . 

O sea, f no tiene límite en el punto a si y sólo si 
Vó: 3e > 0/V 8 >0 3x/ (x e D, a 0 < jx aj < 8 a |f(x) - (\ 2 e). 

Gráficamente, la expresión anterior significa que, para cualquier número real ( que 
se proponga como posible límite finito de f en el punto a, siempre es posible encontrar 
un entorno de ó tal que, en cualquier entorno reducido del punto a, hay por lo menos 
un x del dominio para el cual f(x) queda fuera del entorno de €. 
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O sea, existen dos rectas horizontales h y h' en las condiciones indicadas en la 
flfiura, tales que, para cualquier par de verticales v y v', hay un punto del gráfico, con 
abscisa distinta de a, que está ubicado entre las rectas verticales pero no entre las 
roctas horizontales. 


♦ Ejemplo 

Consideremos la función f: x -> 

x 

Puede demostrarse que no existe límite para los valores de esta función en el 
punto cero. 

Para ello probaremos en primer lugar que el número 1 no es el límite buscado. 
En segundo lugar probaremos que ningún número real ( 4 1 es dicho límite. 

Si se verifican las dos proposiciones anteriores, entonces los valores de f no 
tienen límite en el punto x = 0. 

1) Para probar que 1 no es el límite mencionado, consideremos un entorno de 1 de 

radio e = —. 

9 


y< 

■4 ' 

1,5_ 

h 

1 : 

X 

as 

_h' 

¡ 0 

- i 

-1 

x 

f(x) 



En cualquier entorno reducido de centro 0 incluido en el eje de abscisas, hay 
puntos x e D, a la izquierda de 0 para los cuales f(x) = - 1 . 

Es decir, para los cuales f(x) está fuera del entorno E ^ 1, -1^, 

2) Para probar que ningún número real ( ¿ 1 es el límite de los valores de f en 0, 

|l_ A 

elegimos e = —-—, pues si t 4 1, resulta- e 2 ? 0. 


1 f(x) 

0 ¡x 

“:?? +V 


\e - * 
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Ahora bien, en cualquier entorno reducido del origen, hay puntos x a la derecha 

de 0 para los cuales f(x) = 1. 

Por lo tanto, para esos x: 

!<(x) - ¿1 = ¡i -A = 

Es decir, queda probado que la función f no admite a ningún número real como 

' imit De^nera^imilar puede verificarse que las siguientes expresiones no corres¬ 
ponden a números reales: 

!ím 0 sen — ; lím a ent (x) si a e Z; lím 2 y 

f 1 si x e Q 

lím a f(x)sif:x -| 0 $i xeR _ Q 


EJERCICIOS 


1) Verificar que lím 0 sen — no es cero. 

2) Verificar que lím 3 [mant (x)] no es uno. 

|x| - x 

3) Probar que no existe lim 0 --—■ 


iV. Límites laterales 

Hasta ahora al hablar de límite, hemos considerado puntos próximos al punto de 
acumulación a, a ambos lados de dicho punto. Es decir, números reales en un entor¬ 
no reducido de centro a, a derecha e izquierda del punto a. Interesa, en algunos ca¬ 
sos, el comportamiento de los valores de la función en puntos del dominio a un solo 
lado de a, esto es, en un semientorno a la derecha o a la izquierda del punto a. 

Sea f: x->-^-. 

x 

Ya se ha probado que no existe límite finito en el origen. 

Ahora bien, el origen es punto de acumulación del conjunto de los números rea¬ 
les positivos, es decir, de los puntos situados a la derecha del origen. Puede pen¬ 
sarse, entonces, en el límite de los valores de la función cuando x tiende a 0 con va¬ 
lores positivos exclusivamente. 

A la derecha de 0, para cualquier x próximo a 0, se satisface la definición de lí¬ 
mite con el número 1. 

Se dice en esta situación que los valores de la función tienen límite 1 a la derecha 
de 0, y se indica: 

lim 0 + f(x) = 1, 

que se lee “1 es el límite de los valores de f cuando x tiende a 0 por la derecha . 
De la misma forma: 

lím Q . f(x) = -1, 

que es el límite por la izquierda. 



Definiciones 

1) Límite por ia derecha 

( es el límite por la derecha de la función f en el punto a si y sólo si: 

1) a es punto de acumulación de C = ¡x / x e D, a x > a¡; 

2) Ve > 0 36 > 0 / (x € D, a a < x < a + 5 => |f(x) - < | < e). 

2) Límite por la izquierda 

( es el límite por la izquierda de la función f en el punto a si y sólo si: 

1) a es punto de acumulación de C = ¡x/xe D, a x < a|; 

2) V e > 0 35 > 0 / (x e D, a a-5 <x<a=> |f(x) - t \ < e). 

Considerando en cada caso semientornos a la derecha o a la izquierda del punto 

a, se pueden interpretar topológicamente las definiciones anteriores. 

Se prueba fácilmente que si una función admite al mismo número real como 
límite por la derecha y por la izquierda de un punto de acumulación a, entonces dicha 
función tiene límite finito en el punto a. 

O sea: 

lím a + f(x) = < a lím a - f(x) = / => lím a f(x) = (. 

También puede probarse que si los límites por la derecha y por la izquierda del 
mismo punto son distintos, entonces la función no tiene límite finito en el punto. 

EJERCICIOS 

1) Hallar los siguientes límites laterales: 

a) lím 0 *mant (x) y lím 0 ~mant(x) 

b) lím 2< ent (x) y lím 2 ent (x) 

c) lím 0+ jx| y lím 0 -|x| 
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2) Probar que f: x - 


x 

3x 2 si x > 1 
. 2x >sL *x < 1, 

4) Hallar límites laterales en 2 si f: x-i 


■ no tiene límite en 0, utilizando límites laterales. 


3) Idem para f: x —> 


en el punto 1. 
2 - x 


x —2 


5) Probar, hallando 8(e) en la definición correspondiente, que limj*^-^- -1^-3. 

6) Encontrar, para cada función, límites laterales en cada punto x 0 i'Uicado: 

a) x 0 = 3 b) x 0 = 5 c) x. = -1 


f :xH 

r 2 

si 

co 

VI 

X 

.2x - 4 

si 

x > 3 

9 : x —> -j 

rx 2 + 5 

si 

X >1 

17 - x 2 

si 

X < 1 

h: x —* \ 

r -f 

si 

X < -1 

1 

Lx 2 + i 

si 

x > -1 


en x Q = 1 


a) x 0 = 1 b) x c = 0 


V. Teoremas sobre límites finitos 

De la definición de límite finito se derivan las siguientes propiedades: 

Teorema 1 

Si una función tiene límite finito en un punto de acumulación a, entonces existe 
un entorno reducido del punto a donde la función está acotada. 

Antes de presentar una demostración formal haremos algunas aclaraciones. 

Si la función, f tiene límite f en el punto a, la definición de límite se verifica para 
cualquier número positivo e. Si elegimos un valor fijo cualquiera de e, por ejemplo, 
e = 1, obtenemos algún número 5 positivo tal que si x e E'(a, 8), entonces <? - 1 < 
< f(x) < € + 1. 

Luego, ( - 1 es una cota inferior para el recorrido de f en dicho entorno redu¬ 
cido, y € + 1 una cota superior para dicho conjunto. 



La propiedad también se verifica en E (a,8). Pero si la función está definida en a, 
pueden cambiar las cotas mencionadas. En el caso de la figura, por ejemplo, una cota 
•uperior es el máximo entre f(a) y ( + 1, o sea, f(a). En otra situación, una cota infe¬ 
rior puede ser el mínimo entre f(a) y ( - 1. 

En la demostración siguiente probamos que existe k > 0 tal que |f(x)| < k si 
x e E'(a, 8). 


Demostración 

Sea lím a f(x) = <f y elijamos e = 1. 

Por la definición de límite, para e = 1, 

38 >0/|f(x) - <?| < 1 si 0 < |x - a| < 8. 

Además, por la propiedad 9 del valor absoluto (pág. 17), es: 

. |f(x)| - \f \s |f(x) - (\. 

Pero |f(x)| - |y?[ < |f(x) - e\ a |f(x) - f\ < 1 => |f(x)| - \(\ < 1, portransitividad de 
la relación de menor. 

Luego, |f(x)| < \f\ + 1 = k si 0 < |x - a| < 8. 

Por lo tanto, k es una cota de la función f en el entorno reducido de a de radio 8. 
Obsérvese que utilizamos, por razones de economía de lenguaje, la expresión 
"función acotada”, que significa “el conjunto de los valores de la función está aco¬ 
lado” o “el recorrido de f está acotado”, según la definición de conjunto acotado dada 
en el capítulo 1. 


Teorema 2 

Si una función tiene límite finito t en un punto de acumulación a, y se considera 
el número k > (, entonces existe un entorno reducido del punto a donde, para cual¬ 
quier x de ese entorno, es f(x) < k. 

Demostración 

Sea lím a f(x) = (. 

Como por hipótesis es k > resulta k - ( > 0. 

Vamos a elegir un número e positivo y menor o igual que k - f. 

Es decir, sea 0 < e < k - (. 

Por la definición de límite, 

38 > 0/0 < |x - a| < 8 => |f(x) - (:\ < k - 
Por la propiedad 3 del valor absoluto (pág. 17), es: 

f(x) - / < |f(x) - e\. 

Por lo tanto, 

f(x) - ( < k - 6 si 0 < |x — aj< 8, 

y también 

f(x) < k si 0 < |x - a| < 8. 

k _ ( 

Gráficamente, si elegimos, por ejemplo, e = ——— > 0, puede determinarse 
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2) Probar que f: x - 

3) Idem para f: x-» 


x - x 


X 

3x 2 si x > 1 


. 2x «si. x < 1 
4) Hallar límites laterales en 2 si f: x - 


no tiene límite en 0, utilizando límites laterales, 
en el punto 1. 


5) Probar, hallando8(e) en la definición correspondiente, que lim u ^— -1^ = 3. 


Encontrar, para 

cada 

función, límites laterales en cada punto x Q 

f :x-H 

r 2 

l 2x - 4 

si 

si 

x<3 

x > 3 

a) x 0 = 3 

b) x 0 = 5 c) x, = 

g: x— > < 

fx 2 + 5 
17 - x 2 

si 

si 

x > 1. 

X < 1 

en x 0 = 1 


h: x — »< 

r-4- 

lx 2 + 1 

si 

si 

X < -1 

X > -1 

0^ 

X 

O 

II 

b) x, ; = 0 


V. Teoremas sobre límites finitos 

De la definición de límite finito se derivan las siguientes propiedades: 


Teorema 1 

Si una función tiene límite finito en un punto de acumulación a, entonces existe 
un entorno reducido del punto a donde la función está acotada. 

Antes de presentar una demostración formal haremos algunas aclaraciones. 

Si la función, f tiene límite f en el punto a, la definición de límite se verifica para 
cualquier número positivo e. Si elegimos un valor fijo cualquiera de e, por ejemplo, 
e = 1, obtenemos algún número 8 positivo tal que si x e E'(a, 8), entonces ( - 1 < 
< f(x) < £ + 1. 

Luego, ( - 1 es una cota inferior para el recorrido de f en dicho entorno redu¬ 
cido, y ( + 1 una cota superior para dicho conjunto. 




La propiedad también se verifica en E (a,8). Pero si la función está definida en a, 
pueden cambiar las cotas mencionadas. En el caso de la figura, por ejemplo, una cota 
superior es el máximo entre f(a) y £ + 1, o sea, f(a). En otra situación, una cota infe¬ 
rior puede ser el mínimo entre f(a) y f - i. 

En la demostración siguiente probamos que existe k > 0 tal que ]f(x)| á k si 
x e E’(a, 8). 


Demostración 

Sea lím a f(x) = € y elijamos e = 1. 

Por la definición de límite, para e = 1, 

38 >0/|f(x) - (\ < 1 si 0 < |x — a| < 8. 

Además, por la propiedad 9 del valor absoluto (pág. 17), es: 

|f(x)| - \(\ < |f(x) - (\. 

Pero |f(x)| - |<f| < |f(x) - (\ a |f(x) - f \ < 1 =* |f(x)| - |/| < 1, por transitividad de 
la relación de menor. 

Luego, |f(x)| < |<f¡ + 1 = k si 0 < |x — a| < 8. 

Por lo tanto, k es una cota de la función f en el entorno reducido de a de radio 8. 
Obsérvese que utilizamos, por razones de economía de lenguaje, la expresión 
"función acotada”, que significa “el conjunto de los valores de la función está aco¬ 
tado” o “el recorrido de f está acotado”, según la definición de conjunto acotado dada 
en el capítulo 1. 


Teorema 2 

Si una función tiene límite finito ( en un punto de acumulación a, y se considera 
el número k > (, entonces existe un entorno reducido del punto a donde, para cual¬ 
quier x de ese entorno, es f(x) < k. 

Demostración 

Sea lím a f(x) = €. 

Como por hipótesis es k > 7", resulta k - t > 0. 

Vamos a elegir un número e positivo y menor o igual que k - (. 

Es decir, sea 0 < e < k - (. 

Por la definición de límite, 

38 > 0/0 < |x - a| < 8 => |f(x) - (\ < k - (. 

Por la propiedad 3 del valor absoluto (pág. 17), es: 

f(x) - |f(x) - e\. 

Por lo tanto, 

f(x)-7’<k-<f si 0<|x-a}<8„. 

y también 

f(x) < k si 0 < jx — a| < 8. 

k — f 

Gráficamente, si elegimos, por ejemplo, e =-> 0, puede determinarse 
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E'(a, 5)/Vx: (x e D, n E'(a, S) => f(x) < k). 



Análogamente, si una función tiene límite ( en el punto a, y k es un número real 
menor que <', entonces existe un entorno reducido de a donde f(x) > k. 

En particular, si una función tiene límite positivo en el punto a, es decir, si ( > 0, 
considerando, en el teorema anterior, k = 0. puede asegurarse la existencia de un 
entorno reducido del punto a donde la función toma valores positivos. 

Osea, ( > 0 => (3E’(a)/xeE’(a) n D, => f(x)>0). 

Por las mismas consideraciones: 

( < 0 => (3E'(a) / x e E'(a) n D, => f(x) < 0). 

Es decir, en un entorno reducido del punto a, la función tiene el mismo signo que 
su límite en dicho punto. 

♦ Esta propiedad no se cumple, en general, si se considera un entorno de a en lugar 
de un entorno reducido. Basta para ello, por ejemplo, si C > 0, que f(a) exista y sea 
un número negativo o cero. 

Teorema 3 

Si dos funciones f y g están definidas en el mismo conjunto D con límites ( y (' 
respectivamente en el punto de acumulación a, y ( < , entonces existe un entorno 

reducido del punto a donde Vx: f(x) < g(x). 


Demostración 

Sea: lím a f(x) = (, lím a g(x) = (' y f < . 

Por propiedad del conjunto de los números reales, 3c e R / ( < c < (". 

Por el teorema anterior: 

/<c=>38>0/ Vx: (x e E'(a, 8) n D => f(x) < c), 
y C > c => 38’> 0 / Vx: (x e E'(a, 8') n D => g(x) > c). 

En la intersección de ambos entornos se verifican simultáneamente las dos con¬ 
diciones. 

Si, por ejemplo, 8 < 8', resulta: 
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f(x) < c < g(x) si 0 < |x a| < 8, 

o sea, 

f(x) < g(x) si 0 < |x — a| < 5. 

Una propiedad análoga se demuestra si ( > £'. 

Unicidad del limite 

Una consecuencia inmediata del teorema 3 es la unicidad del límite. 

En efecto, si lím a f(x) = ( a lím a f(x) = (' a € í €'\ entonces, en un entorno 
reducido del punto a, Vx: f(x) V f(x), que es una contradicción. 

Teorema 4 

Si dos funciones f y g, definidas en un mismo conjunto D, tienen límites finitos 
t y (" en un punto de acumulación a, y existe un entorno reducido del punto a donde 
Vx: f(x) > g(x), entonces ( > . 

Este teorema es contrarrecíproco del teorema 3 e indica que las desigualdades 
no cambian su sentido con el paso al límite. 

Es importante observar que Vx:f(x) > g(x) no excluye la posibilidad lím a f(x) = 
lím a g(x). 

Ljemplo 

Consideremos las funciones f: x-» x 2 + 3 y g: x -» x + 3. 

Elijamos D, = D g = {x/xeR a x > 1}. 

Vx e D ( : f(x) > g(x) A lím, f(x) = lím, g(x) = 4. 

Teorema 5 

Si f, g y h son tres funciones definidas en el mismo conjunto D, y además: 

1) lím a f(x) = € a lím a h(x) = e, 
y2) Vx: (xeD a xVa=> f(x) < g(x) < h(x)), 
entonces lím a g(x) = (. 

Demostración 

Prefijado e > 0: 

38 > 0 / |f(x) - e\ < e si 0 < ¡x — a| < 5 
o e - e < f(x) <e + e si 0 < |x - a| < 8 (1), 

y 38' > 0 / |h(x) - e\ < e si 0 < |x - a| < 8' 

O e -e< h(x) < e + e si 0 < |x - a| < 8' (2). 

Si 8 < 8', entonces, por (1) y (2), Vx e D: 
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o < |x — a| < S => £ - e< f(x) a h(x) < £ + e 

=> £ - e< f(x) < g(x) s h(x) < f + e 
=> e - e<g(x )<e + e 
=> |g(x) - e\ < e. 

Es decir, lím a g(x) = <?. 

Podemos aplicar este teorema a la relación trigonométrica siguiente: 

Vx: (0 < x < -— =* sen x < x < tg x). 

Dividiendo por sen x * 0: 1 <^<^7 

y -) > _sen_X- > cos x 
x 

Ahora bien, lím Q 1 = 1, y puede probarse que: 


lím 0 cos x = 1. 


sen x 

Luego, resulta lím 0 —-— = 1 


EJERCICIOS 


1) Calcular lím n —- 

' 0 1 - cos X 

2 ) lím 0 

X 

3) lím --- 

0 sen ( 2 x) 

4) lím 0 

r ~\ lím tg 2 (7x) 

5) lim 0 5x 

6 ) lím 0 

_. .. tg (3x) 

7 lim.—D —— 

8 ) lím Q 

0 . .. sen fmx) 

9 lim - 7 —f- 

0 sen (nx) 

10 ) lím, 


x sen x 
cos x -1 
sen 2 x 
3x 

sen (3x) 
sen (4x) 
sen (kx) 
x 

sen (5 77X) 


VI. Algebra de límites 

Suma de límites 

Si las funciones f y g, definidas en un mismo conjunto D, tienen límite finito en el 
punto de acumulación a, entonces la función f + g tiene como límite en dicho punto 
la suma de los límites. 

O sea, si lírn a f(x) = £ y lím a g(x) = £', entonces 
lím a (f + g) (x) = e + £'. 


Demostración 

Si aplicamos la definición de límite a la función f y a la función g, 
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V» • 0 38 > 0 / Vx: ^xeD A0<|x-a|<S=> ¡f(x) - £\<~^ 

V Ifl' > 0 / Vx: |xt D A 0 < |x — a| < 6' => |g(x) <?'| < 

En la intersección de ambos entornos se verifican simultáneamente las dos rela- 
Blpnes anteriores, es decir: 

Vh: |*eE' (a, 5) n E' (a, 8') =* |f(x) - £\ < A |g(x) - £'\ < 

Sumando las dos últimas expresiones, resulta: 

|f(x) ¿| + |g(x)-r| <-§■ + -§■ = €. 

Por la desigualdad triangular: 

|f(x) -e + g(x) - €'\ < |f(x) - i\ + |g(x) - €'\. 

Luego, por transitividad, es: 

¡f(x) - € + g(x) - é”\< e. 

Ordenando, y aplicando la definición de suma de funciones: 

|{f + g) (x) - (e + D| < e. 

Finalmente, por definición de límite, es: 

iim a (f + g) (x) = e + c. 

El teorema se generaliza fácilmente por inducción completa para la suma de n 
funciones con límite finito. 

Resta de límites 

Si lím a f(x) = ( y lím a g(x) = C, entonces lím a (f—g) (x) = 

Esta propiedad puede obtenerse como consecuencia de la anterior, viendo, pre¬ 
viamente, !ím a [-g(x)] = -t. 

Infinitésimo 

f es infinitésimo en el punto a si y sólo si lím a f(x) = 0. 

Por ejemplo, 

f: x —» x es infinitésimo en 0; 

g:x —> x - a es infinitésimo en a; 

h:x —» senx es infinitésimo en 0. 

Aplicando la definición de límite, se observa de inmediato que 
lím a f(x) = t <=> lím a [f(x)-¿] = 0. 

O sea,, 

lím a f(x) = £ ^es infinitésimo en a.“' 

Teorema 

El producto de un infinitésimo en el punto a por un número real, o por una función 
acotada en un entorno del punto a, es un infinitésimo en el punto a. 

Sea iím a f(x) = 0. 
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Demostración 


1) Probaremos, en primer lugar, que el producto de un infinitésimo en el punto a 
por un número real cualquiera k es un infinitésimo en el mismo punto a. 

O sea, queremos demostrar lím a [k • f(x)] = 0. 

Si k = 0, el teorema queda probado de inmediato. 

S¡ k =£ 0 , para cualquier número positivo e,—^—también es positivo. 

! k ! 

Luego, utilizando la definición de límite para la función f, resulta: 

Ve > 0 35 > 0 / Vx:^xe D n E'(a,5) => |f(x)-0| < . 

Pero, |f(x)| < -^-<=> |k| • |f(x)| < e <=> ¡k - f(x)| < e. 

I k l 

Por lo tanto, 

Ve > 0 35 > 0 / Vx: (x e D n E'(a,8) => ]k - f(x)-0| < e). 

Luego, es lím a [k f(x)] = 0. 

2) Probaremos también que si g es una función acotada en un entorno del pun¬ 
to a, entonces lím a [f(x) • g(x)] = 0. 

Si g está acotada en un entorno del punto a, existe un número positivo k tal que: 
Vx: (xe D n E(a,8) => |g(x)| < k). 

Además, aplicando la definición de límite a la función f, resulta: 

Ve > 0 35' > 0 / Vx: (x e D n E'(a,6') => ¡f(x)| < 

Si 5 < 5', en E'(a,5) se cumplen simultáneamente: 

|g(x)| < k a |f(x)| < 

O sea, |f(x) • g(x)| < k-—= e. 


Por lo tentó, es: 


*ím a [f(x) ■ g(x)] = 0. 


Producto de lími'as 

Si las funciones ív g definidas en un mismo conjunto D tienen límite finito en el 
punto de acumulación entonces fg tiene como límite en dicho punto el producto de. 
los límites. 

Demostración 

Sea!ím a f(x) = <f‘y lím a g'.) = 
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(fg) (x) - (■ (• = f(x) • g(x) -(■(• = f(x)g(x) - f(x)r + f(x)r" -(■(' = 

= f(x)[g(x)-r] + r[f(x)-^](i). 

Observemos esta última expresión. Por el teorema 1 (pág. 132), f está acotada 
en un entorno del punto a, y por la consecuencia demostrada en la página 137, 
g - es infinitésimo en a. Luego, el producto f(x) • [g(x)-r] tiene límite cero en e¡ 
punto a. 

Por razones similares, también (’ ■ [f(x)-¿*] es infinitésimo en el punto a 
Es decir, por (1): 

lím a [(fg)(xH^^'J = lím a [f(x)-(g(x)-r)] + lím a [(' ■ (f(x)- 7 )] = 0 . 

Luego, es 

Iím a (fg) (X) = (C. 

El teorema se extiende fácilmente, por inducción completa, al producto de n 
funciones. 

Si las n funciones son iguales, queda: 

Vn e N : lfm a [f(x)] n = [lím a f(x)] n . 


Además, si n > 2 y Vx : f(x) > 0, es: 

lím a Vf(xj = \/lím a f(x). 

En efecto, Vxe D Vne N - {i}: 

v/fM" = t(x) <=> f(x) = [t(x)] n , según la definición de raíz enésima. 

Del segundo miembro de esta equivalencia se deduce: 

lím a f(x) = lím a [t(x)] n . 

Aplicando la propiedad anterior, 

lím a [t(x)] n = [lím a t(x)] n . 

Luego, 

lím a f(x) = [lím a t(x)] n , lo cual es equivalente a: 

\/lím a f(x) = lím a t(x). 

Y reemplazando t(x) en la última expresión, queda: 

v''lím a f(x) = lím a vf(x). 

Cociente de limites 

Si dos funciones f y g, definidas en el mismo conjunto D, tienen límites finitos en 
el punto de acumulación a y el límite de g no es nulo, entonces el límite de — es el 

g • 

cociente de ambos límites. 
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Demostración 


Sea lím a f(x) = i, lím a g(x) = (' y f V 0. 
i) Demostraremos primero el caso particular lím a ■- - - = ~jr- 

Tiene sentido hablar de la función — en un entorno del punto a, pues, por la 

9 

propiedad de límite finito demostrada en la página 134, 

( # 0 =>' 3E’(a) / Vx:(xe E’(a) n D => g(x) V o). 

por o^a Parte, lím a = -l-« lím a [-^ jr] = °- 

Ahorabien ’-¿j- 7 ~ = 'gM^ = [ ^’-9 (x)] ^ ¿T (1) - 

Para probar que la última expresión es infinitésimo en el punto a, bastará probar 
que existe un entorno de a donde la función está acotada, pues el primer factor 

es infinitésimo en a y -7- es un número real. 

Como C es el límite de los valores de g en el punto a, si elegimos 

e = > 0 38 > 0 / Vx: (x e D a 0 < |x-a| < 8 => |g(x) - f \ < 

Ahora bien, por propiedad 10 del valor absoluto (pág. 17), es: 

l|g(x)| - \H ^ |g(x)-r|. 

Como jg(x)-é'| < por transitividad resulta: 

llg(x)| - k'll < 

Aplicando la propiedad 5 del valor absoluto a la última expresión, queda: 

- -Kr- < Í9(x)| - kl < 


Luego, 


< |g(x)l < 


Osea, |g(x)l > si 0 < ¡x-a| < 8 . 


Finalmente, resulta: Vx/x £ E'(a, 8 ) => — 7— < -¡-7-), y la función — está 

v. g(x) V \j g 

acotada en E'(a, 8 ). 

Por lo tanto, la expresión (1) es el producto de un infinitésimo por un número real 
y por una función acotada en un entorno del punto a. Por teoremas anteriores 
(pág. 137), es un infinitésimo en el punto a. 
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Es decir, 


•í~ár ~ ~r ~]" ' °- 


Se ha probado entonces: 


2) Para demostrar el caso general basta considerar, en un entorno conveniente 

del punto a, el cociente como el producto f(x) — 7 —— y aplicar el teorema del 
9 tx; g(x) 

límite de un producto. 

Resulta, entonces. 




Funciones trascendentes 

Consideraremos ahora el límite de algunas funciones trascendentes como la 
funaon logarítmica y la función exponencial. El concepto de logaritmo puede ser in- 
roducido de varias formas y, en cada caso, se demuestran por métodos diferentes 
las propiedades conocidas en el campo real. 

(En un curso más avanzado de análisis, por ejemplo, se puede definir logaritmo 
natural utilizando integrales, de la siguiente manera: 

Va > 0: In a = 

y demostrar, a partir de esta definición, las propiedades usuales en R.) 

En cualquier método que se utilice, la función exponencial y la función loqarítmi- 
ca se definen en forma tal que resulta: 

y = b x <=> log b y = x. 

Utilizando propiedades de los logaritmos de números reales, puede demostrarse 
que, si una función f tiene límite finito y positivo en un punto a, entonces “el limite del 
logaritmo es el logaritmo del límite'', es decir: 



lím a [log b f(x)] = log b [lím a f(x)] (b> 1 ). 


♦ Demostración 

Sea lím a f(x) = { > 0 . 

Por el teorema del límite de un cociente: lím, —kíi— _ , 

<? 


Ahora bien, siendo b > 1 y e > 0 , resulta b' > 1 , y por lo tanto es 



1 < b‘ 
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Por una propiedad del límite finito (pág. 133), 
3E'(a,5) / Vx:(xe D ( HE’ (a,5) => ^ 


Por las mismas razones, siendo b ' < 1, resulta: 

/ f(x) , 

n C'/^ km / Wvl v e n. O — * ; b 


3 E’(a,S')/Vx:(xe D, n E’(a,6' 
Luego, si 5 < 5’, Vx:(x e D, H E’(a,6) : 


uego, si 6 < 5’, Vx:^xe D, í E’(a,5) => b < ^ 

Por propiedad del logaritmo de base b > 1, es: 

f(x) 

lm,h ‘ < |0 Qk-:— "" 


log b b ' < log b 


< log b b‘. 


Además, en el entorno mencionado se verifican las siguientes proposiciones, 
cada una equivalente a la anterior: 

- € < log b —< 6 <=> 


<=> - e < log b f(x) - log b <f < e <=> 

« |log b f(x) - log b 7| < €• 

Aplicando la definición de limite, resulta la tesis, pues es 

•lím a [log b f(x)] = log b A 

También puede probarse, para la función exponencial, que 

lím a [ k < (x >] = k lima,w (k>0), 

y para la función potencial exponencial, que 

lim a [f(x)9M] = [lím a f(x)] lima9<x) (lím a f(x)>o). 

EJERCICIOS 


Calcular los siguientes límites: 


\x - \ 2 


3) lím 


x 3 + 6x 2 + 12x + 8 
x 2 + 3x + 2 


sen 2 x + 3 sen x - 4 
5 ' hm | S en 2 x - 3 sen x + 2 


2) lím 0 


4) lím 3 


6) lím 3 


x 3 - 2x 2 - 3x 
x 3 - 4x 

x 2 - Zx - 3 \ 
x 2 - 4x + 3 / 


x 2 - 2x - 


f 1 ) 


7) lím 0 


eos 2 x + 3 eos x - 4 
eos 2 x - 1 


8 > llm -i " 
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9) lím 3 


10) lím 2 


x 2 - x - 6 
x 2 + x - 12 


x 3 + x 2 - 16x + 20 
x 2 - 3x + 2 


11) lím_, 


15) lím, 


x 3 + x 2 — x - 1 

x 2 - x - 2 


13) lím, -g* 2 ~ x ~ 1 
x 2 + x - 2 


Vx - 1 

2x - 2 


17) lím 0 _gos(6x) — cos(2x) 


2 x 2 - 2 x 


12) lím. 


14) lím 4 


16) límvr-^rrf- 


18) lím 0 


sen(3x) + x 
x - sen(2x) 


19) lím 0 


1 -sen x - Vi +sen x 


20) lím 0 


Vx + x + 4 - 2 


21) lím 0 JSÍ.3X) - sen(5x) 
2x 


22 > lím » 


Vil. Límite infinito 

La no existencia de límite finito puede significar, como se ha visto, que existen 
limites finitos distintos a derecha y a izquierda del punto de acumulación elegido, 
como sucede en el origen para la función signo (pág. 130). También puede significar 

que la función oscila, como sucede en el origen con la función sen — (pág. 60 ). 

O bien, que cuando x se aproxima al punto de acumulación, los valores de la función 
superan, en valor absoluto, a cualquier número positivo prefijado. 

Consideremos la función f: x —> -i-, que no tiene límite finito en el origen. 

Si prefijamos cualquier e > 0, siempre es posible encontrar un entorno reducido 
del punto de acumulación 0 en el cual los valores correspondientes de la función son 
mayores, en valor absoluto, que e. 


Por ejemplo, si e - io 6 , — > 10 6 , lo cual equivale a: jx| < 


Es decir, 0 < |x-0| < — 

1 10 6 


1 p 

— > 10 , y en el entorno reducido de 0, 
x 


de radio 10 6 , cualquier x del dominio tiene una imagen mayor, en valor absoluto, 

que 10 6 . 
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H 

i 

i 

i 

i 

___ 

MV) -—• 

“ a ll 0 

X. I Ó X 


1 

1 


-e\ 




En general basta considerar 8 = y para que se verifique la siguiente propo¬ 
sición: 

0 < |x-0| < 8 =* |y| > € , pues |x| < j =» |y| > e - 


Definición 


Una función tiene límite infinito en el punto de acumulación a de su dominio si y 
sólo si para cualquier número positivo e existe un número positivo 8, tal que. 

Vx: (x € D f a 0 < |x-a| < 8 => ‘|f(x)| > e )- 


yr 

1 

/L 
/1 


£ P 

-^0 

*7[ i 

a’- di x a + d 

X 


- 

1 *!/ 


- £ i: 

r —tf 

l 


f(x)í 



La recta de ecuación x = a se denomina asíntota vertical al gráfico de la función f. 
En este caso interesa especialmente e “tan grande como se quiera . 
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Por convención, para indicar la situación anterior se admite el simbolismo si¬ 
guiente: 

lím a f(x) = 3c. 

El concepto de limite infinito se puede diversificar, considerando el signo de los 
valores de la función: 

Hm a f(x) = + oc «Ve > 035 > 0/Vx:(xe D, a 0 < Jx — a| < 5 => f(x) > e) 

y 

Hm a f(x) = - oo«Ve>0 35 > 0/Vx: (x e D, a 0 < |x - a| < 6 => f(x)< - e). 



I icmplo 1 


Utilizando la definición, 

solo si: 


probaremos que lím 3 


1 

x-3 


Ello se verifica si y 


Ve > 0 38 > 0/Vx: |xe D, a 0 < |x-3| < 8 => j—y-| >e^. 

Obsérvese que 0 < |x-3| < 8 => —-— > — 

|x—3| 8 

Por lo tanto, si elegimos — = e, o sea, 8 = —, se satisface inmediatamente la 
o e 

definición propuesta. 
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Exigimos: 0<8<1 => 4<x<6=^|x 3|>1. 


Luego, si 5 = mínimo ^ 1, ~) > resulta: 


0<|x-5|<-|-=»' 2 |5| >£ = |TT-| >e - 


4 Ejemplo 3 


lím 5 


x z - 4x - 5 


= oc c=> V€ > 0 35 > Oí 


: ^0 < |x-5| ■ 


x 2 -4x-5 


Observamos que: 

x ~3 — > e <=* - 7 7 - > € «=» |x-5| < jffi . 

x 2 -4x-5 |x-5||x+ 1| e l x+1 l 

Si exigimos 0 < 8 < 1, o bien 4 < x < 6, resulta |x-3| > 1 y también |x+1| < 7. 


Luego, podemos elegir 8 = mín ^ 1, ■ 


Ahora bien, 

0 < |x-5| < 8 => |x-5| < 7e => 7 j x _ 5 | >€=> | x +1|~|x-5| > 

La última implicación mantiene el sentido de la desigualdad, pues se ha reempla¬ 
zado el numerador 1 por un valor mayor y el denominador 7 por un valor menor, lo 
que incrementa la fracción. 


EJERCICIOS 


1) Demostrar que lím 0 — = x 


2) Demostrar que lím 4 


3) Demostrar que lím, 


0 x 2 


4) Demostrar que lím 0 ^~ 


5) Demostrar que lím 7 


„ 5x-1 

6) Demostrar que lim 2 ^ _ ~ “ 


146 


7) Demostrar que lím.,——-— = » 
x 2 -2x-3 


VIII. Generalización del concepto de límite 

Interesa también considerar una definición de límite para cada uno de los casos 
•Iguientes: 

1) límite finito para x —> ± 

2) límite infinito para x —> ± oc. 

Si f es una función definida en un conjunto no acotado, aceptamos las siguientes 
definiciones para los casos propuestos: 

Primer caso: Ifmite finito en un conjunto no acotado 

lím. f(x) = € <=> Ve > 0 35 > O/Vx: (x £ D, a|x| > 5 => ¡f(x) - (\ < e) 

llm,, f(x) = ( « Ve > 0 35 > 0/ Vx: (x e D, a x > 5 => 1f(x) - í\ < e) 

llm *f(x) = C <=* Ve > 0 35 > 0/ Vx: (x e D, a x < - ó => |f(x) - é\ < e) 


J yl 

e+ e 


; 

1 i ^ 

: . 



1 ! 
i i 

-*-- 


x - di 

/ - Trrrrrrrrr *■ 

0 / <3 X 


La recta de ecuación y = ( se denomina asíntota horizontal al gráfico de la 
función f. 

De acuerdo con el gráfico, se verifica lím.* f(x) = ( y lím * f(x) = (. También, 
llm. f(x) = (. 

Obsérvese que en este caso debé elegirse el mayor entre los números 8 y 8’. 


I l <'111 pío 1 
Sea f: x - 


2x + 1 
x - 3 
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♦ Ejemplo 4 
Sea f: x —> 


vV + 1-1 ___ 

Para calcular lím* f(x) podemos dividir numerador y denominador por \ x 2 - ixj. 
Como el valor |x¡ depende del signo del número x, deben calcularse separadamente 

lím.xf(x) y lím-xf(x). 


Considerando x > 0, resulta lím - x f(x) 




Segundo caso: límite infinito en un conjunto no acotado 


llm*. f(x) = oc c=> Ve > 035 > 0/Vx:(xeD f a |x¡ > ó =» |f(x)| > e) 
Hm + o° f(x) = + oo c=> Ve > 0 35 > 0/Vx:(xeD f a x > 5 => f(x) > e) 

llm + oc f(x) = - <» <=> Ve > 0 35 > O/Vx: (xe D, a x > 5 => f(x) < - e) 

llm_ „ f(x) = + oo <=> Ve > O 35 > O/Vx : (xe D f a x < -5 => f(x) > e) 

llm _ „ f(x) =-oo e=> Ve > Ó 35 > O/Vx: (xe D, a x < - 5 => f(x) < - e) 


|¡implo 



También: 


lilTUx (x 3 + 1) = + 
lím_x (x 3 + 1) = - 00 
lírrix (x 3 + 1) = °° 


NI ROCIOS 

I) Demostrar que lím* — = O 


,') Demostrar que lím* 



t) I lemostrar que lím + * 


2x+5 

x+1 


2 







4) Calcular los siguientes límites: 


a) lím. 


b) lím_„ 


d) lím. 


3x - 5 
2x + 3 


(dividir numerador y denominador por x) 


3x - 5 
2x + 3 

2x + 1 
x 2 - 3x + 5 

3x 2 + 5x - 1 
x 2 - 2 


3x - 5 
2x + 3 

x 3 - 2x + 3 
3x 2 - 5x + 1 

8x - 3x 2 + 1 
9x 2 - 2x + 4 


5) a) lím+oo 


b) lím_„ 


. . Vx r +1+ x _ v> 

^dividir numerador y denominador por %/x 2 " = |x|) 


x 2 + 1 + x 


6) a) lím + „ 


7) a) lím+o 


8) a) lím. 


9) a) lím. 


2x - 1 

/4x 2 + x - x 
/x 2 + x + Vx 2 + 1 

X + Vx 2 + 1 

/x 2 + x + r+ Vx 2 + x 

v'x 2 + X + 1 + X 
\/4x 2 + x + 1 + Vx 2 + 7 


b) Km.;, 


b) lím_„ 


b) lím_. 


/9x 2 + x + 2 + 3x 


2x - 1 

/4x 2 + x - x 
/x 2 + x + Vx 2 + 1 

X + Vx 2 + 1 

/x 2 + x + T + v'x 2 + X 

\/x 2 + X + 1 + X 

V4X 2 + x + + V x 2 + X 

V9x 2 + x + 2 + 3x 


10) a) l(m +00 e x 
c) !ím+„ e~ 


e) íím + oo thx 

11) Calcular los siguientes límites laterales: 


b) lím_„ e x 
d) lím_„ e -x 
f) lím_ „ thx 


a) lím Q + 


c) lím 0 + 


(*') 

(e" T ) 


b) lím 0 - ( 3 x ) 
d) lím 0 - (e x ) 


12) Calcular los siguientes límites laterales: 


a) iím 0 4 


b) lím 0 + 


/ 1 

^dividir numerador y denominador por 3 ’ 
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1 


1 


c) lím 0 + 


d) lím 0 - 


5 X - 2 


IX. indeterminación del límite 


Ya se ha indicado que una función cuyo límite es cero en el punto a se ¡lama 
Infinitésimo. De la misma forma, si una función tiene límite infinito en el punto a, se 
llama infinito. Ambas denominaciones valen también para el caso de x tendiendo a 
Infinito. 

Puede considerarse, en especial, el cálculo de límites y la comparación de infi¬ 
nitésimos e infinitos, pero se trata solamente de casos particulares del límite de una 
función. 

f(x\ 

Pn nonoríl O i f \ / n ron infinitnrimnc' r\ n I ru intrv o w I i'r-r-i > / — £ C\ nninn 


En general, si f y g son infinitésimos en el punto a y lím a 


7 y= 0, entón¬ 


eos f y g son infinitésimos del mismo orden, y si 7 = 1, se llaman, además, infini¬ 
tésimos equivalentes. 

f(x) 

Si lim a ^ - 0, entonces f es de orden superior a g, 
y s¡i lím a " - "M = 00 , entonces, f es de orden inferior a g. 


ysP lím a 


= 00, entonces, f es de orden inferior a g. 

-.1 h^hlor lím l(x) imm. nA. 


Recuérdese que al hablar de lím a -yA-parafy g infinitésimos, comolím a g(x) = 0. 

9 W 

no se puede aplicar el teorema correspondiente al límite de un cociente. Para calcular 
dicho límite pueden hacerse previamente todas las simplificaciones, operaciones y 
instituciones convenientes, recordando que x - a =7 0. 


I ¡limpios 


sen 2 x 


- • lím 0 (sen x) = 1 • 0 = 0. 


... .. 2x 2 - x - 1 (2x + 1)(x-1)* 2x + 1 

() Km, — 5 —-= lim, -V--— = lim,-= 1 . 

x 2 + x - 2 (x+2) (x-1) x + 2 

1 Considerando el polinomio p(x) = 2x 2 - x - 1,como p(1) = 0, por el teorema 
ilnl rosto p(x) es divisible por (x-1). Lo mismo sucede con el denominador. 


;1) lím. 


- x - 2 .. (x-2) (x + 1) .. x + 1 

-= lim 2 -—-- = lim ? - 

4x + 4 (x-2) (x-2) x - 2 


I os ejemplos anteriores indican que el cociente de dos infinitésimos puede tener 
Winlquior límite, finito o infinito, según las funciones elegidas. 

■ lo dice, por ello, que el cociente de dos infinitésimos es un caso de indetermi¬ 
nación del limite. * .... 

Antes de referirnos a los casos de indeterminación del límite hemos de aclarar 
tilín ve/ más este concepto. Un límite es indeterminado cuando no puede anticiparse 
11 ilnlmminarse el resultado y se deben efectuar simplificaciones, reemplazos lícitos, 
•li . untos de encontrarlo. 


153 



Por ejemplo, el producto de un infinitésimo por una función acotada tiene limite 
nulo (pág 138). Por lo tanto, está determinado. En cambio, no puede anticiparse el 
resultado para el límite del producto de un infinitésimo por una función no acotada. 

Este es un caso de límite indeterminado. 

Enunciamos a continuación distintos casos de indeterminación del limite. 

Casos de indeterminación del limite 


1) Cociente de dos infinitésimos. 

De la misma forma, las expresiones siguientes corresponden a limites indetcr 
minados: 

2) Cociente de dos infinitos. 

3) Producto de un infinitésimo por un infinito. 

4) Suma de dos infinitos de distinto signo. 

5) f(x) 9(x> si f(x) -» 1 y g(x) -> 

6) f(x) 9W si f(x) —> 0 y g(x)-*0- 

7) f(x) gW si f(x) -> y g(x) 0. _____ 

Para calcular límites donde se presentan casos de indeterminación, conviene, 
como ya se ha visto, recurrir a artificios de tipo algebraico. 


Por ejemplo, para calcular lím. 


5x 2 - 2x + 6 
3x 2 - x + 3 


, que es el cociente de dos infini¬ 


tos, se puede dividir numerador y denominador por x . 


Resulta lím. 


5 —— + - 

x 

3 - — + 

x 


En forma análoga, lím. 


x 3 - 2x 2 + 8 
x 4 + x 2 + 9x 


= lím. 


(dividiendo numerador y denominador por x 4 ).. . 

Para calcular un límite del tipo 5 se recurre al número e. 


e = lím, ( 1 + 


= lím 0 (1 + x) x (véase cap. 9). 


Por ejemplo, tratemos de calcular lím. 


Se trata de una función potencial exponencial, cuya base tiende a 1 y cuyo expo¬ 
nente tiende a infinito. 


Haremos intervenir al número e = lím. 



» Km, 


x-2 

5 


5-3» 

x-2 


Téngase en cuenta que el cálculo de límites indeterminados puede requerir, a 
•Blit altura del curso, recursos artificiosos, como cambios de variables o reemplazo 
iln Infinitésimos por otros equivalentes. Salvo que se quiera agilizar cierta destreza 
pnm descubrir artificios, es preferible dejar la resolución de los casos más compli¬ 
cados para aplicar la regla de L'Hópital, que utiliza derivadas y facilita notablemente 
loa cálculos. 

IJERCICIOS 


Calcular los siguientes límites: 

i 


(1 +5x) x 

2) lím,. 

/ 2x + 1 \ x " 5 


V 2x-3 / 

4) lím,. 

[cotg x - cotg(2x)] 

6) lím x 

2x 3 - 5x + 1 


3x 2 + 6 

8) lím* 


0) lím , —=- 5 --- 

x - x 2 + 2x + 4 


11) lim 0 -MÜÜ 
bx 

. sen 2 x + sen x-2 

13) l'm„- 5 ---— 

- sen 2 x - 4 sen x + 3 

. . 4x 3 + 2x 2 + 6x 

I/) hm 0 -?--- 


x 2 - 2x 


3x 2 - 5x + 2 
2x 2 + 3x - 1 

2x - 3 

3x 4 + 2x 2 - 1 


10) lím _ 2 ^ 


x 2 +2x-1 \*' ’ 


12) lím_ 2 + 

3x 2 + 5x - 2 

( . „ , 3x + 1 

—— ) 

4x+5 / 

y 4 _j_ i y 

16) iím 0 — + --- 

x 2 - 2x 

18) | ímo vTT7- vT 


1 + x - 

X 


fu) :iiendoj: x 


x 2 — x — 2 

—2 -—, calcular: a) lím_ 3 f(x); b) lím,f(x); c) lím J(x). 

x t- x — b 


Hi) Siendo f:x- 


calcular:a) lím_.,f(x);b) lím 2 f(x); c) lím_ 3 f(x). 
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21 ) lím 0 


/5+7-V5 


23) lím, 5x + 3 1 — 
3x + \/^ 


25) lím. 


7 + x \/x 


. .. In (1 +x) 
27) lim 0 -- 


22) jím. 


24) lím. 


V3x + i - Vx + 3 
V5x + 3- V3x +1 

y/3 + x 2 
2x + 3 


/I 6x \ 

28) lim 2 


28) íím 0 (cosx) 1 


X. Asíntotas lineales a curvas planas 

Ya se ha considerado, en el capítulo 3, al aproximar el gráfico de funciones n 

rionples la id©a d© asíntota. 

Volvemos ahora sobre la misma idea, utilizando limite. 

1) Asíntota vertical 

Definición 

La recta de ecuación x = a es asíntota vertical al gráfico de la función f s, 
sólo si lím a f(x) = «. 


Ejemplo 1 


Sea í: x ■ 


x 2 - 25' 



x 2 - 25 


Ejemplo 2 


Sea f: x 


x => la recta de ecuación x = 5 es asíntota vertical al gráfico da 







Iím3 l^!7 


la recta de ecuación x = 3 es asíntota vertical. 


Obsérvese que e, gráfico de , 

El gráfico de una furaonpued^coda asíntota horizontal al 

mnntnc; Pnr eiemD o a función f: x -*■ ¿ sen x dumuc o 
eje *°y locSten wces para cualquier número natural n. 

3) Asíntota oblicua 

Definición 

, .. n v _ DX . q (n é 0) es asíntota oblicua al gráfico de la 

La recta de ecuación y - px + qIP ' 

función f si y sólo si lím» [f(x) - (px ó)\ ■ (x \ donde g e s infinl 

En este caso se verifica lim„f( X ) = co y f(x) = px + q + 9 uu 

tésimo para x - 00 - |\ /, 

y V_^/ * 

Ejemplo | 


Sea f: x 


x 2 + 2 x 
x - 2 


<- 2-1 0 


Para encontrar la ecuación de la asíntota oblicua es conveniente efectuar la div 
sión de polinomios. Resulta f(x) = (x + 4) +-^ Luego la recta de ecuacá 
y = X + 4 es asíntota oblicua al gráfico de f. En efecto, es lím, [f(x) (x-4)] 

= lím,-^-r— = 0. 

Asíntotas de este tipo aparecen en funciones racionales cuando el grado d 

numerado, es mayor en una unidad quei el grado d= lunció „ poli „ 
En efecto, si la función racional considerada es el.cocientenw r 

mica f de grado n » 2, sobre la fundón polinóm,ca h, de grado n - t, al efectu 

dicho cociente resulta: 

M - s(x) + -Ü&-. 

——— - t 


Irtft 


donde s es un polinomio de primer grado y r es un polinomio de grado menor que el 
do h, según se ha visto en el ejemplo anterior. 

Luego, es infinitésimo para x —*■ x y s es una función lineal, cuyo gráfico es 
asíntota oblicua al gráfico de la función racional —. 
tJERCICIOS 


I) Gráfico aproximado, indicando asíntotas, para cada una de las siguientes fun- 


x 3 - 4x 2 + 3x 


x + 4 
x 2 - 16 

x 3 - 3x 2 - x + 3 


y/2 _ pX 

2) Asíntota horizontal al gráfico de f: x —> x2 _ 3 X _ 4 y su intersección con el mis¬ 
mo. (Resolver la ecuación que se obtiene al igualar valores.) 


3) ídem para f: x 


2 x 2 - x 
x 2 - 2x - 3' 


4) Indicar dominio y ecuaciones de las asíntotas lineales a los gráficos de las si¬ 
guientes funciones. Hacer un gráfico aproximado, buscando previamente las in¬ 
tersecciones con ambos ejes. 


x 2 + 2x - 3 
1 - 2 x 2 - x + 2 

1 - x 2 - 4x 4 - 4 


X t x - o 


x 3 + x 2 - 6 x 


x 2 - 6 x + 9 

x 3 + x 2 - 2 x 
x 2 + 3x 

x 2 + 2 x 
x 3 + 3x 2 - 4 


x 3 -i- 3x - IQx 
x 3 - 4x 2 -r 3x 


4x 2 - x - 4 


t) Indicar en qué puntos el gráfico de f corta a su asíntota oblicua si f:x - 


i) Idem si f: x 


x 3 + 2 x - 1 . 
4x 2 + 10 


3x + 1 


/) llar una función cuyo gráfico admita dos asíntotas verticales y una horizontal, 
ti) I )ar una función cuyo gráfico admita una asíntota vertical y una oblicua, 
ni Dar una función cuyo gráfico corte a su asíntota oblicua. 





10) Hallar dominio, asíntotas, intersecciones con los ejes y recorrido. Hacer el grá¬ 


fico si f: x 


3x - 6 
x 2 -- x - 2 


x 2 + 2x - 15 


11) ídem para f: x ->-y—J-• 

3x 3 - 6x 2 

12) Dominio, asíntotas, intersecciones con los ejes y gráfico si f.x-» x 2 _ 4 ' 

3 

13) Idem si f:x —> 2x 2_ 2x _7 ~- 

14) Hallar el conjunto de todos los números reales que satisfacen la siguiente me 

• • I x-1 I _ . 

cuacion: -—1 s i. 

I x+1 I 

x-1 \ 

^ Para verificar la solución se sugiere graficar f / f(x) = X+1 f 


15) Idem si 


, I x-7 I 1 


x-5 | 4' 


x—2 

16) Idem si <5. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 4 
Sección II 

1 ) 0 < 8 < 


2) 0 < 8 < -y 

5) 0 < 8 < 0,0000125 


4) 0 < 8 < 


5) 0 < 8 < y 


6) a) 0 < 8 < — 


b) 0 < 8 < 


c) 0 < 8 < € 
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d) 0 < 8 < — 

2 

7) 0 < 8 < 

8) 0 < 8 < mín (1,4e) 

9) 0 < 8 < mín ^1,ytJ 

10) 0 < 8 < mín (y, y) 

Sección IV 

1) a) 0;1 b) 2;1 c) 0 

2) lírrv f(x) = 0 lím 0 - f(x) = - 2 

3) línv f(x) = 3 lira,- f(x) = 2 

4) llm 2 + f(x) = -1 lím 2 - f(x) = i 

6) 0 < 8 < mín 

6) línv f M = lim : 
lím_ 1+ f( X ) = lí 
lím_ 1+ h(x) ; í 

lección V 

1 ) 2 2 ) -2 

•) — 10) 5 

n 

lección VI 

1) — 2) 4 3) 0 4) 2 7/3 5) -5 6) 0 7) A 

4 4 2 

tt) 10) 0 11) 0 12) 2 13) 1 14) — 15) A 

7 4 4 

1?) 16 18) -4 19) -1 20) — 21) -1 22)-— 

4 64 

••cclón Vil 

1)0 S<A 2)0<5<A 3) 0 < 8 < -\= 4) 0 < 


(H) 


i- f(x) = 2 lím 5+ f(x) = lím 5 - f(x) = 6 

m_,- f(x) = 2 lím 1+ g(x) = lírv-gfx) .= 6 

í lím_i - h(x) --2 lím 0 + h(x) = lím 0 -h(x) = 1 


5) 0 6) f 

4 




6) O < 8 s mín (l,|) 7) O < S £ mín 


5) O < 8 s 

Sección VIII 


D 8 2 J- 

2) 8 > 

1 

\6 

3) 8 a - 

4) a) f 


c) |. 

d) 0 e) 

5) a) | 

b) - 00 



6) a) 2 

b >-l 



7) a) 1 

b) + °° 



8) a) 1 

b) + °° 



9) a) j 

b) + °° 



10) a) +oo 

b) 0 

c) 0 

d) + °° 

1'1) a) °° 

b) 0 

c) 0 

d) °° 

12) a) i 

b). — 1 

c) 1 

d)-l 

Sección IX 





1) e 5 

2) e 2 

3) e 2 4) e 

- 5) 

3C 

a)| 

7) x 

8) 0 9) - 

y 10) - 

1 


12) y 

13,-| 

14) e' 6 

15) e 4 

16) - \ 

17) 

3 18) 1 

19) a)°° 

»»1 C)1 

2,) Tí 

25) x 

22) 

V 2~ 23) -| 

24) 0 


26) 0 

27) 1 28) 

1 


Sección X 





c) 1 20) a)oo b)O c)- 


1 ) f : x = -2 as. vertical y = 1 as. horizontal 

g : x = 4 as. vertical y = 0 as. horizontal 

h; x = -2 as. vertical y = x - 6 as. oblicua 

t: x = 0 as. vertical y = x - 4 as. oblicua 
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2) y = 1 as. horizontal intersección en (-4;1) 

3) y = 2 as. horizontal intersección en (-2;2) 

4) D, = R —{2,1, — 1} x = 2 y x = -1 as. vert. y = 0 as. hor. 

D g = R“{~3,2} x = — 3 as. vert. y = x — 2 as. obliclua 

D„ = R-{3} x = 3 as. vert. y = 1 as. horizontal 

D r = R-{0,-3} x = -3 as. vert. y = x - 2 as. oblicua 

D s = R-{2,-3, 0} x = -3 y x = 0 as. vert. y = 0 as. hor. 

D i = R-Í1.-2} x = -2 y x = 1 as. vert. y = 0 as. hor. 

D m = R-{0,4,-4} x = 4 y x = -4 as. vert. y = 0 as. hor. 

D n = R y = x as. oblicua 

D p = R-{0,1,3} x = i y x = 3 as. vert. y = 1 as. hor. 

Dq ~ R“(2,-2} x = 2 y x = —2 as. vert. y = x + 4 as. oblicua 

6)y = yx as. oblicua. El gráfico de f la corta en (-3;-1) 
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5. CONTINUIPAD 


Sea f una función \ a . i punto de acumulación de su dominio. Como ya se ha 
visto, el punto a puede o pertenecer al dominio de f, es decir, el valor f(a) puede 
existir o no como númc-• o real. 

Por otra parte, la idea de límite se desvincula de lo que sucede en el punto a, y 
el símbolo lím a f(x) tiene un sentido independiente del valor f(a). 

La función f puede estar definida en a y no tener límite finito en dicho punto. Pue¬ 
de existir lím a f(x) y no existir f(a). Pueden existir el límite y el valor de la función y ser 
distintos números reales. O bien pueden existir ambos y coincidir. 


!. Función continua en un punto 

Si existe límite finito en un punto de acumulación a, si existe el valor f(a) y, ade¬ 
más, ambos números son iguales, se dice que la función f es continua en el punto a. 

Por lo tanto, la continuidad de una función en un punto de acumulación de su 
dominio se refiere a tres condiciones: la existencia de límite finito en a, la existencia 
de f(a) y la coincidencia de ambos valores. 


Definición 

Sea f una función y a un punto de acumulación de su dominio; f es continua en a 
si y sólo si: 

1) 3 f(a); 

2) 3 lím a f(x) (finito); 

3) lím a f(x) = f(a). 

Si a no es punto de acumulación del dominio se conviene en considerar que f es 
continua en dicho punto si existe f(a). 

Como la continuidad se basa en el concepto de límite, puede darse también la 
definición utilizando entornos convenientes de a y f(a): f continua en a <=> 
<=>Ve>0 35 >0 / Vx: (x e D, a |x - a| < 8 => |f(x) - f(a)| < e). 

Nótese que, respecto de la definición de límite finito, se han introducido dos mo¬ 
dificaciones. En primer lugar, se ha reemplazado el número ( por el número f(a). En 


jndo lugar, no se exige que el entorno de a sea reducido, es decir, no se exige 
i n, pues f está definida en a y en dicho punto se verifica: 

!« - 0:(f(a) - f(a) = 0 < e ). 

Obsérvese también que en el caso de una función continua los símbolos de fun- 
i y de límite pueden conmutarse; lím a f(x) = f(lím a x). 

Discontinuidades 

Si no se verifica la definición dé continuidad en un punto a, la función conside- 
tldrt es discontinua en a. 

Esto puede suceder si no se cumple una cualquiera de las tres condiciones que 
•Digo la definición. Es decir, una función puede ser discontinua en a porque no existe 
f(|) o porque no existe lim a f(x), o porque ambos existen pero son distintos. 


Omo i 


x z - 9 


Sea f: x -» - - - - . Estudiemos la continuidad de f en el punto 3, que es punto 
í* acumulación de su dominio. 



3 no pertenece al dominio de f, o sea, no existe f(3). Sin embargo, existe 
llrn ,f(x) = 6. 

El gráfico de f es una recta de la cual se ha excluido el punto (3;6). 

Puede conseguirse una función f 1f continua en el punto 3, de la siguiente manera: 

f, = fu {(3; 6)}. 

Es decir, la función f, tiene como imagen del número 3 el valor del límite consi- 
tlorado, o sea, f,(3) = 6. 

Obsérvese que f,, continua en 3, no es la misma función inicial, pues el par 
(3; 6) e'f, y, en cambio, (3; 6) i f. 

En este caso suele decirse que la función f presenta una discontinuidad “evita- 
hlo" en el punto 3. 
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Caso 2 


1) Sea f: x-* ent x. Estudiemos la continuidad en el origen. 



La función está definida en el origen y f(0) = 0. Como ya se ha visto, f no tiert 
límite finito en dicho punto. En este caso la discontinuidad suele llamarse esencial 
Utilizando la definición de límite por la derecha, puede decirse que esta función e 
continua a la derecha de a, pues 

lím 0 + ent(x) = f( 0 ). 

2)Seag:x-»-^rj 

En el punto 4 la función no tiene límite finito. Como la función anterior, la funcM 
g presenta una discontinuidad esencial en dicho punto. 

1 

Si se considera la función g 2 . x—» • x-4 si x + 4 

. k si x = 4 

aunque ahora la función está definida en 4, la discontinuidad también es esencl 


i 


x 2 + 3 si x ¿ i 


si x = 1 



ti gráfico coincide con el de la naráhnia _ „2 j. o_ 

i " , . . , ue ld paranoia y - x ¿ + 3, con excepción del punto 

), que ha sido reemplazado por el punto aislado ( 1 ' 2 ) 

In este caso lím, (x 2 + 3) = 4, f( 1 ) = 2 y limif(x) * f( 1 ). 

Dn la misma forma indicada en el caso 1 , la discontinuidad de f es "evitable" en 

fn resumen: 

t) (presenta una discontinuidad evitable en el punto a si y sólo si f es discontinua 
nn a y existe limite finito de f en a: 

P) f presenta una discontinuidad esencial en el punto a si y sólo si f es discontinua 
on a y f no tiene limite finito en a. 


j + 2 x_ 3 

* ’ x 3 - 3 x 2 - x + 3 ' Encontrar los puntos de discontinuidad y clasi- 
mnos en primer lugar el dominio de f. 


(x - 1 ) (x + 3 ) 

(x + 1 ) (x - 1 ) (x - 3 ) 


D, = R - { 1 , -1,3} 


luego, f es discontinua en 1 , - i y 3 . 

Como lím.f(x) = lím, x + 3 

v ' (x + 1 ) (x - 3 ) _ _1 > la discontinuidad en el punto 1 es 


t orno hm ^fjx) ce la discontinuidad en el punto -1 es esencial. Anáiogamen- 
B. I> Continuidad en el punto 3 es esencial porque lím 3 f(x) = ». 
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♦ Ejemplo 2 


— |x — 7| si x > 5 
3 si x = 5 

f ; x —» • x 2 - 6x + 3 si O < x < 5 

tg x si x < O a x (1 - 2n) -j a n e N 

O si x = (1 - 2n)-| a n e N 

Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos. Estudiar continuidad lateral 
en dichos puntos. 



El dominio de f es R. Es discontinua en 5, en 0 y en (1 - 2n) con n e N. 

En 5 la discontinuidad es evitable. Las restantes discontinuidades son esenci: 
les. En 0 es continua por derecha. 

EJERCICIOS 

1) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados 
cuando corresponda, clasificar el tipo de discontinuidad: 
f: x—> |x| en x = 0 

1 n 

q: x —»— en x = 0 

a x 
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en x = 0 


h: x —<■ sen — 
x 


m:x-»xsen— enx = 0 
x 

s: x—► ent x en x = 3 

í 2^* si* *-5 


16 si x = -5 

n:x-> —-en x = 10 

x - 10 

2) Estudiar continuidad a derecha e izquierda de: 


f:x-> entx 

en x = 1 

g: x—> 2 x 

en x = 0 

X 

. 3 * - 2 

h:x-^- 

en x = 0 

3 * + 2 

m: x mant x 

enx = - 


3) Encontrar y clasificar los puntos de discontinuidad de: 


x 2 - x - 6 

x 3 + x 2 - 16x - 16 
n ' X_ " x 3 - 16x 

g: x—»—-— 
sen x 

1 si x < 1 
h:x—»- 2 st x = 1 
2x si x > 1 


x 2 - x - 2 
x 2 + x - 6 

x 2 - 3x + 2 
x 3 + 3x 2 + 2x 

x 2 + x - 6 
x 2 + 4x + 3 


x - 2 

x 3 + x 2 - 6x 


4) Sea 

|x + 2| si x < 0 
I: x -> ent (2 - x) si 0 < x < 2 

—si x > 2 ax 3 
x - 3 

Hallar los puntos de discontinuidad y clasificarlos. Estudiar continuidades laterales 
en dichos puntos. 
í>) Idem si 

sh x si x < 0 

, x sen — si 0 < x < 1 

f:x->-- x 

| x _ 3 | + |i _ x | + 2 si 1 < x < 3 
x 2 - 6x +13 si x > 3 
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Demostración 


6) Definir en el intervalo [-3; 3] tres funciones h, f y g, tales que: 
h sea continua en [ — 3;3]; 

f presente una discontinuidad esencial en x = 1 y en x = 2, y 
g presente una discontinuidad evitable en x = -2. 

7) Definir una función que presente dos discontinuidades evitables y una esencial. 

8) Definir una función que presente una discontinuidad esencial con límite infinito y 
otra esencial sin límite infinito. 


II. Algebra de funciones continuas 

Recurriendo a los teoremas correspondientes de límite finito puede demostrarse: 
Si f y g son dos funciones definidas en el mismo conjunto D y ambas son conti¬ 
nuas en el punto a, entonces 

1) f + g es continua en a; 

2) f - g es continua en a; 

3) fg es continua en a; 

4) — es continua en a si g(a) $ 0. 

9 

Demostraremos, como ejemplo, la primera parte. 

Iím a (f + g) (x) = lím a f(x) + ¡ím a g(x), aplicando el teorema de límite de una 
suma. 

Iím a f(x) + lím a g(x) = f(a) + g(a), por ser f y g continuas en a. 
f(a) + g(a) = (f + g) (a), por definición de suma de funciones. 

Luego, lím a (f + g) (x) = (f + g) (a), y la función f + g es continua en a. 

De la misma manera se demuestran las proposiciones restantes. 


Continuidad de la función compuesta 
Teorema 

Sean f y g dos funciones para las cuales Rec g c D,. Si g es continua en a y f 
es continua en g(a), entonces la función compuesta f o g es continua en a. 

Debe probarse: lím a (f o g) (x) = lím a f [g(x)] = f [g(a)]. 




Como f es continua en g(a) = b, prefijado cualquier número e > 0, 

35, > 0 / (y e D, A |y - b| < 8, =» |f(y) - f(b)| < e), 

aplicando la definición de continuidad a la función f en el punto b = g(a). 

Si consideramos la parte del dominio de f que incluye al recorrido de g, la expre¬ 
sión anterior es válida para y = g(x). 

Es decir, 

Ve > 0 35, > 0 / (g(x) e D, a |g(x) - g(a)f < 8, =» |f [g(x)] - f [g(a)]| < t - ). 

Además, como g es continua en a, puede aplicarse la misma definición anterior 
n la función g eligiendo e, = 8, > 0. 

Por lo tanto, 

35 > 0 / (x e D g a |x - a| < 8 =3 |g(x) - g(a)| < 8,). 

Ordenando convenientemente las implicaciones anteriores, resulta: 

V e > 0 38, > 0 38 > 0 / [(x e D g a |x - a| < 8) -=> 

(Q(x)eD. a jg(x) - g(a)| < 8,) =» |f [g(x)] - f [g(a)]| < e]. 

Finalmente, por transitividad de ía implicación: 

V e > 0 36 > 0 / (x e D g a jx - a| < 8 ^ |(f o g) (x) - (f o g) (a)| < e), 
y la función compuesta f o g es continua en a. 


Aplicación 


Investigar la continuidad de las dos funciones compuestas f o g y g o f en el punto 
2 , si f: x-» ent(x) y g: x-> \HT. 

Por el teorema anterior, f o g es continua en 2 sí g es continua en 2 y f es con¬ 
tinua en g (2). 

La función raíz cuadrada es continua en el punto 2 y resulta g(2} = \/~2 . 
Además, la función parte entera es continua en el punto \Í2 (véase pág. 57). 
Fuego, la función f o g: x —» ent (v^x ) es continua en 2. 

Para estudiar la continuidad de g o f en el punto 2 debemos investigar primero 
ll f es continua en 2 y luego si g lo es en f(2). 

En este caso, la función parte entera no es continua en el punto 2 por carecer 
di límite en dicho punto. Luego, no puede aplicarse el teorema. 

Se demuesira fácilmente que la función g o f: x —> \/ ent x no es continua en 2. 

Vítores de una función continua en un entorno 
dol punto de acumulación 


Recordando que si la función f es continua en el punto de acumulación a, es 
l ,m »!(x) = f(a), se pueden aplicar las propiedades del límite finito a las funciones 
continuas. 

I’or ejemplo, si se aplica la propiedad de límite finito demostrada en la pág i - 
nn Mi, se deduce que si una función es continua en un punto de acumulación a, 
■nlnnces existe un entorno de a donde la función está acotada. 

Ls decir, 

í continua en a => 3E(a)3ke R/Vx:(xe E(a) n D, => |f(x)| < k). 
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De la misma forma se puede aplicar otra propiedad demostrada en la pa¬ 
gina 133 y probar de inmediato el teorema siguiente: 

Si f es continua en el punto de acumulación a y f(a) s k, existe un entorno de a 
donde Vx e D,:f(x) 5 k, respectivamente. 

Es decir, para una función f continua en el punto de acumulación a, 
sif(a) > k,entonces 3E(a)/Vx:(xtD, nE(a)=> f(x) > k); 

sif(a)<k, entoncesj3E(a)/Vx: (x e D, n E(a) => f(x) < k). 

En especial, si k = 0, , 

f( a) S o => 3E(a)/ Vx: (xe D, n E(a) => f(x)5 0, respectivamente). 

Si fía) = 0 nada puede asegurarse del signo de f(x) en un entorno de a. 

En cambio’, si a es punto de acumulación del dominio de una función continua f, 
y toma valores positivos y negativos en todo entorno de a, entonces f(a) o. 

Esta propiedad puede probarse fácilmente por reducción al absurdo. 

En efecto suponiendo que la tesis es falsa, caben dos posibilidades: 

1) f(a) >0^3 E(a) / Vx: (x e D, n E(a) => f(x) > 0). que mega la hipótesis 

2 ) f ( a ) < 0 => 3E(a) / Vx: (xeD.n E(a) = f(x) < 0). que también mega la i- 

pótesis. 

Luego, como f es continua en a, f(a) existe y es cero. 


EJERCICIOS 

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones compuestas en los puntos 
indicados: 


1) f o h 

7 T 

enx = — 

si 

f: x—» 

In x y 

h: x —> 

sen x 

2) f o h 

en x = 1 

si 

f: x —> 

ent x y 

h: x—> 

In x 

3) f o h 

en x = 3 

si 

f: x —> 

y 

X 

h: x —> 

x - 3 

4) f o h 

en x = 1 

si 

f: x —> 

mantx y 

h: x—> 

X 


Hi. Continuidad en un conjunto 

Una función f es continua en un conjunto de puntos si y solo si es continua en 
cada punto de ese conjunto. 

f continua en C » Vx: (x e C => f es continua en x). lrtroclin<sllh 

La definición de continuidad en un punto asegura que el conjunto C es un sub 

coniunto del dominio de f. , .. . m 

Como la definición de continuidad se ha dado en puntos de acumulación y tam¬ 
bién en puntos aislados, se puede encarar el estudio de las propiedades de a ® ' 
ciones continuas, y más adelante de las funciones denvables, para funciones definí 

das sobre conjuntos de tipo muy diverso. .. _ nin 

- Para evitar dificultades nos ocuparemos solamente de funciones definidas e 
tervalos o en unión de intervalos (acotados o no) de números reales. 
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Consideraremos que una función es continua en un intervalo cerrado [a; b] si 
■I oontinua a derecha de a, a izquierda de b y en cada punto interior al mismo. 

Intuitivamente, para una función escalar definida sobre un intervalo incluido en 
f P, la idea de continuidad se refleja en un gráfico sin saltos ni puntos aislados. 

Es decir, si una función f continua sobre un intervalo alcanza en el mismo dos va- 
■Ifaft distintos f(x,) y f(x 2 ), entonces alcanza también todos los valores comprendidos 
inlro ambos números reales. 

En especial, si una función f es continua en el intervalo [a; b], f(a) > 0 y f(b) < 0, 
WMonces existe un punto interior a dicho intervalo donde el valor de la función se 
|nul» Es decir, existe, por lo menos, un punto c entre a y b donde el gráfico de la 
función atraviesa al eje de abscisas. 



En el gráfico anterior hay tres puntos: c, c, y c 2 , para los cuales se verifica la 
propiedad mencionada. 

Esta propiedad, conocida como teorema de Bolzano* o teorema de los ceros de 
lan (unciones continuas, tiene importancia para el cálculo aproximado de raíces de 
Otmlquier polinomio de coeficientes reales. 

Por ejemplo, tratemos de hallar una raíz real del polinomio 
p(x) = x 5 - 12x 4 + 49x 3 - 76x 2 + 48x - 64. 

Calculamos p(2) = -40 y p(5) = 26. Según el teorema de Bolzano, el po¬ 
linomio se anula, al menos una vez, entre 2 y 5. 

Calculamos p(3) = - 10. Luego, una raíz está ubicada entre 3 y 5. Efectiva- 
ffiontc, es p(4) = 0 y 4 es raíz del polinomio. 

Si la raíz no es un número entero, aplicaciones reiteradas del teorema de Bol- 
rmio permiten acotar los valores de raíces racionales o irracionales 

Sea p(x) = x 5 + x 4 - 2 x 3 - 2 x 2 - 15x - 15. 

Calculamos p(1) = -32 a p(2) = -21 a p(3) = 192. 

l-xiste una raíz real r tal que 2 < r < 3. 

Prosiguiendo con los cálculos, resulta: 

P(2,1) < 0 a p(2,2) < 0 a p(2,3) > 0. 

hornardo Bolzano (1781-1848), sacerdote, filósofo y matemático, profesor de la Universidad 
'I* Porga- Su obra principal, Paradojas del infinito, fue postuma. 
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Luego, 2,2 < r < 2,3. 

También p(2,22) < 0 a p(2,23) < 0 a p(2,24) > 0. 

Luego, 2,23 < r < 2,24. 

Continuando los cálculos puede obtenerse r con tantas cifras decimales exactas 
como se desee. 

En nuestro caso r es el número irracional v' 5 = 2,23 ... 

El teorema de Bolzano puede demostrarse directamente, o ser considerado co¬ 
mo caso particular del siguiente teorema. 

Teorema del valor intermedio 

Si f es continua en [a; b] y k es un valor comprendido entre f(a) y f(b), entonces 
existe un punto c, interior al intervalo [a; b], donde la función alcanza el valor k. 
Sea f continua en [a; b] y f(a) < k < f(b). Debe probarse que 3c e (a; b) / f(c) = k. 



Demostración 

Consideremos el subconjunto de [a; b] formado por todos los puntos x / f(x) s k. 

Es decir, S = fx/xe[a;b] a f(x) < k}. 

S tiene por lo menos un elemento, pues a e S, ya que a e [a; b] y f(a) < k por 
hipótesis. Luego, S no es vacío. Además, b 4 S, pues f(b) > k y b es una cota supe¬ 
rior del conjunto S. 

Por lo tanto, S es un conjunto no vacío y acotado de números reales. 

De acuerdo con el axioma de continuidad de R, tiene un extremo superior c y es 
a < c < b. Demostraremos que f(c) = k. 

Por el absurdo: 

1) Si f(c) < k, por un teorema anterior (pág. 174), 

35 > 0 / Vx: (x e E(c, 5) => f(x) < k). 



Por lo tanto, hay algún x > c para el cual f(x) < k. Es decir, 3x/xeSyx>c. 
Esto contradice que c es el supremo, de S. 
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2 ) Si f( C ) > k, por el mismo teorema anterior (pág. 174) 

36' > 0/ Vx: (x e E(c, 6') => f( X ) > k) 

v x <t x T- rrrr: vr a ,a derecha * c - 6 '- ** 

premo. Absurdo. ’ S Una cota su P erior de S menor que el su- 

Luego, f(c) = k. 

ioría A f(c) m =f(b) > k y se llegaría a\as¿ = ° ^ f(C) = ,(a) < k ' y sí fuese b = c 
Si existen varios pínS an,eriores - 

mostración es el que está a la izquierda de todos Sos C ° rreSp ° ndÍen,e a es,a b e- 
Una dernos tr ac ,° n analoga vale si f(a) > k > f(b). 

nlcanza en dTcho ¡nTeSSo^^^^ en Un interval ° t a;b J 

'«"re f(a) y f(b). También suele darse esta oroo,edad S J 3 65 com P ren didos 
continua alcanza dos valores diferentes pI m Í diciendo que si una función 

Intermedios. Para ello basta considerar el tinr b ’ 3 Canza tambien todos los valores 
Incluido en [a; b], teorema en cualquier subintervalo [x,; x 2 ] 



-culta el teorema SJte k = °' 


Teorema de Fiolzano 

» 61V " a) • ,,b > < »■ e *iste 

I ÚERCICIOS 

,' lrar dlSeSSeTteSÍemaT^ 61 ’ e ° rema d6 ' Va '° r intermedi °- demos- 

'•! si f < a > > k > m. 

para k = 2. ’ enflcar el teorema del valor intermedio 
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local o relativo 


b) Idem para g: x-> x 3 -2x 2 en [-3; 0] y k = -3. 

4) a) Sea f: x-> x 3 - 3x 2 - 3x - 1 en [0; 3], Verificar el teorema de Bolzano. 
b) Idem para g: x —> x 4 - 2x 2 - 5 en [0; 2], 

5) Hallar con dos cifras racimales exactas una raíz real de 

p(x) = x 4 + x 3 - 10x 2 - 11x - 11. 

6) Idem si p(x) = x 4 '< 2x 3 - 19x 2 - 48x - 120. 


IV. Extremos de funciones 

Máximo absoluto 

Consideremos una función f definida sobre un conjunto A. 

El valor f(c) es el máximo absoluto de la función f en el conjunto AQD, si y 
sólo si í(c) no es superada por ninguno de los valores f(x) que alcanza la función 
en dicho conjunto A. 

Es decir, 

f(c) máximo absoluto de f en A <=■ Vx: (x e A => f(x) < f(c)). 

El conjunto A puede ser el dominio de f o puede ser un subconjunto del mismo. 
En general, el valor f(c) es el máximo absoluto de f si se cumple la definición an¬ 
terior con A = dominio de f. 

O sea, f(c) es el máximo absoluto de f si y sólo si f(c) es el máximo del recorrido 

de f. 


Mínimo absoluto 

El valor f(c) es el mínimo absoluto de la función f en el conjunto A C D, si y só¬ 
lo si f(c) no supera a ninguno de los valores f(x) que alcanza la función en dicho 
conjunto A. 

Es decir, 

f(c) mínimo absoluto de f en A <=> Vx: (x e A => f(x) > f(c)). 

El valor f(c) es el mínimo absoluto de f si se cumple la definición anterior con 
A = dominio de f. 

O sea, f(c) es el mínimo absoluto de f si y sólo si f(c) es el mínimo del recorrido 

de f. 


Máximo loca! o relativo 

Consideremos una función f cuyo dominio es el conjunto D, y sea c un punto 
interior a dicho dominio. 

El valor f(c) es un máximo local o máximo relativo de f si y sólo si existe un en¬ 
torno de! punto c tal que los valores que toma f en los puntos de dicho entorno no su¬ 
peran el valor f(c). 

Es decir, 

f(c) máximo local <=> 3E(c) c D / Vx: (x e E(c) => f(x) < f(c) ). 


se un punto interior al dominio de una función f. 

I valor f(c) es un mínimo local o mínimo relativo de f si y sólo si existe un entor- 
i| punto c en el cual se verifica que el valor f(c) no supera a ninguno de los valo- 
PO que toma f en los puntos de dicho entorno. 

• decir, 

f(c) mínimo local 


3E(c) c D/Vx: (x e E(c) => f(x) > f(c)). 


Gráficamente: 



I,) máximo absoluto en [a: b] y máximo local. 

•) mínimo absoluto en [a: b] (no es mínimo local). 

Bf) mínimo local (no es mínimo absoluto) 

W máximo local (no es máximo absoluto) 

M mínimo local (no es mínimo absoluto). 

SI una función tiene máximo (o mínimo) absoluto en un conjunto dicho valor es 

tínico 

Puede suceder que la función alcance dicho valor máximo (o mínimo) en más de 
I punto del conjunto. Por ejemplo, el máximo absoluto de la función seno es el nú- 
| ffwto 1 y la función toma dicho valor en infinitos puntos del dominio. 

Daremos a continuación algunos ejemplos para aclarar las definiciones ante¬ 

fieras 

ffwnpio i 

Consideremos la función f, correspondiente al gráfico siguiente, cuyo dominio es 

11 y tal que límj(x) = — oo. 
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El número f(b) es el máximo absoluto de f y también es máximo local. f(c) es 
solamente máximo local. f(a) es mínirqo local, pero f no tiene mini no absoluto. 

Consideremos ahora un subconjunto del dominio, esto es, -I intervalo cerrado 
[a; b], f(a) es mínimo absoluto de f en [a; b] y f(b) es máximo absoluto de f en [a; b]. 
En el intervalo semiabierto a izquierda (a; b], f no tiene mínimo absoluto, y en el 
intervalo [a: b), t no tiene máximo absoluto. En ninguno de los tres intervalos cons¡-| 
derados la función tiene extremos locales. 

En el intervalo abierto (a; b), f no tiene extremos absolutos ni locales. 



El dominio de g es R y g no tiene extremos absolutos ni locales en R. 

Si se considera el conjunto [0; 2], g(0) = 0 es mínimo absoluto de g en [0; 2] y g 
no tiene máximo en este conjunto. 

En el intervalo [1; 2], en cambio, g tiene máximo y mínimo absolutos. 


Ejemplo 3 

- |x + 2 ] si 
Sea f: x—> 4 - x 2 si 




m 


i 


f 1 El dominio de f es R. 

En el gráfico podemos observar que: 

« 2 ) = 0 es máximo local; 

t(0) = 4 es máximo local y absoluto, y 

f(3) = -5 es mínimo local. 

No hay mínimo absoluto, pues lím_ x f(x) = 

El recorrido de f es (-»; 4 ]. 

Los ejemplos anteriores muestran que una función puede tener máximo absoluto 
l|Nnimo absoluto en algunos conjuntos y no tenerlos en otros, y que existen funcio¬ 
na» que no tienen máximo ni mínimo absolutos en su dominio. 

Una forma de asegurar la existencia de máximo y mínimo absolutos para una 
ll|) 0 clón en un conjunto es exigir que la función considerada sea continua en un in- 
■fValo cerrado. 

Es decir, si una función f es continua en un intervalo cerrado, entonces f tiene 
Ipláxlmo absoluto y mínimo absoluto en dicho intervalo. 

Obsérvese que una función tiene máximo absoluto si su recorrido está acotado 
(Kiporiormente y el supremo pertenece al recorrido. De la misma formáTuna función 
«in« mínimo absoluto si su recorrido está acotado-inferíormente y el ínfimo del reco- 
Mdn le pertenece. 

Teoremas de Weierstrass* 

♦ Primer teorema 

Si f es una función continua en un intervalo cerrado [a; b], entonces f está aco- 
l«rln en dicho intervalo. 

O sea, f continua en [a, b] => f acotada en [a; b]. 

^mostración 

Consideremos el conjunto S formado por los elementos c del intervalo para los 
•g«lns se cumple que la función f está acotada en [a; c]. 

Osea, S = {c/ce[a;b] a f acotada en [a;c]}. 

Para poder aplicar el axioma de continuidad de R demostraremos que S no es 
Vicio y está acotado superiormente. 

I n efecto, a e S. Luego, S £ <j >, y como S c [a; b], b es una cota superior. 

Por lo tanto, S tiene supremo, al que designamos c 0 , y es c 0 < b. 

Además, a < c 0 . En efecto, como f es continua a derecha del punto a, por una 
P*0|>ledad anterior (pág. 173), existe un semientorno a derecha de a, de radio S, en el 
•gal I está acotada. 


3 c a + 8 '' ■ b 

Cml Weierstrass (1815-1897). Se inició como profesor de enseñanza secundaria. Luego, en 
«ii« ruinosas clases y seminarios en Berlín, Insistió siempre en la necesidad absoluta de 
iiyni mi las demostraciones matemáticas. 
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Es posible entonces encontrar un punto c, entre a y a + 6 , tal que se cumpla 
que f está acotada en [a; c]. Luego, c e S y c > a. Esto asegura a<cíc # , 

Es decir, a < c 0 r£ b. 

SI se prueba que c 0 = b y que c 0 e S, se cumple la tesis. 

Por el absurdo, supongamos c 0 < b. 

Ci c 2 

—f-———-1— 

a Cq — 6 Cg c 0 + 8 b 

Por hipótesis, f es continua en c 0 , ya que 

a<c 0 <b => c 0 e[a;b]. 

Por el mismo teorema anterior (pág. 173), existe un entorno de c 0 , de radio (j 
donde la función está acotada, y puede encontrarse 5 /E (c 0 ,5) £ [a;b]. 

Luego, existe un número real k’ > 0, tal que 

Vx:(x e e(c 0 , 5) => |f(x)| < k’) (1). 

Podemos elegir c, y c 2 en el entorno de c 0 , en forma tal que se verifique: ! 
c 0 -5 < c, < c 0 < c 2 < c 0 + 5. 

Además, c, pudo elegirse entre los elementos del conjunto S, pues, si no exli 
tlera entre c 0 - 8 y c 0 un elemento del conjunto S, c 0 - 5 serla una cota superior di 
conjunto S menor que el supremo. 

Por lo tanto, c, e S y f está acotad^-pn [a;c,]. Es decir, existe un número ra 
k, tal que 

Vx:(xe[a;c,]i=> |f(x)|<k). 

Además, por ( 1 ), como c, y c 2 e (c 0 — 5; c 0 + 5): 

Vx: (xí[c,;c 2 ] => MN k ’)- 

S¡ k > k', k es cota para la función en la unión de ambos Intervalos: 

[a; c,] u [c,; c 2 ] = [a;c 2 ]. 

Entonces, f esta acotada en [a; cj Luego, c 2 eS y c 2 > c 0 . 

Absurdo, pues c 0 es el supremo de S. 

Resulta, por lo tanto, c 0 = b. 

Por ser f continua en b, mediante un razonamiento análogo al anterior puede a 
girse c, en un semientorno a la izquierda de b y probar que f está acotada 
[a; Cj]u [c,;b] = [a; b]. 

Es decir, f está acotada en [a; b] y el teorema queda demostrado. 


Segundo teorema 

Si f es una función continua en un intervalo cerrado [a;b], entonces alear 
en dicho intervalo máximo y mínimo absolutos. 

Demostración 

Por el teorema anterior, la función f está acotada en [a; b]. Para probar la e> 
tencia de máximo absoluto basta considerar la acotación superior del recorrido. 
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tencia de mínimo absoluto se demuestra en forma análoga considerando cotas 
flores 

Como el recorrido de la función f está acotado superiormente, por el axioma de 
llnuidad de R tiene supremo. Sea m dicho supremo. 

Se cumple, entonces, Vx: (x e [a; b] => f(x) < m) 

El número real m puede o no pertenecer al recorrido de f. Si pertenece, se trata 
I máximo absoluto, es decir, debe probarse que 

3c e [a; b] / f(c) = m. 

Por el absurdo, supongamos que no existe dicho punto, es decir, 

Vx: (x e [a: b] => f(x) < m). 

En este caso, Vx e [a; b] es m - f(x) > 0. 

Tiene sentido, entonces, considerar en el intervalo [a; b] la función 

n - —Vt > o. 

m - f(x) 

Esta función g es continua en [a; b] por ser el cociente de dos funciones conti¬ 
la y además m - f(x) ^ 0. 

Por el primer teorema, la función g está acotada en [a; b], 

Soa m' el supremo correspondiente. 

I negó, 

H (x c fa: b] => g(x) = -i— < m' a m' > oY 

m - f(x) / 


Ahora bien, 


m - f(x) => f(x) < m - 


Pero m - 


1 1 

—— < m, pues- 

m' K m' 


Rosulta entonces Vx: (x e [a; b] => f(x) s m 


l.n expresión anterior indica que el recorrido de la función f admite una cota su- 
flor m - —, que es menor que el supremo m, Pero esto es un absurdo, que 
_lno de suponer, para todo x del intervalo, f(x) < m. 

Por lo tanto, existe al menos un punto c del intervalo [a; b] para el cual se veri- 

!(c) m, y m es, entonces, el máximo absoluto de la función f en el intervalo ce¬ 
jo fa; b]. 


M nucios 

I) Demostrar que una función continua en un intervalo cerrado alcanza mínimo ab- 
oi iluto, utilizando el extremo inferior del recorrido, 
i) Hollar supremo e ínfimo, si existen, para cada una de las siguientes funciones: 
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Teorema 


f: x ■ 


2 g: x —» 1 x — 2 i 


h: x 


2 _ 

x 

x 3 

16 

x 


si x < — 1 
Si -1 < x < 2 
si x > 2 


3) Hallar máximo y mínimo absolutos de f: x -» 3x 5 en [ 2; 3]. 

4) Idem para f: x—► x 2 - 6x + 4 en [-2; 5]. e¡ pn do I 

5) Hacer un gráfico de f y ver si admite extremos absolutos o loca e < j 

f(x) = |x - 4| + |x + 2|. 

6 ) Idem si 


f: x 


x + 5 

< 2 -7 
- 3x 


127 

9 


7) Idem si 


f: x 


-4 

x 

2 x 

4 


si x < -3 

si ^3<x<—- 

.10 3 
s, x> — 


si x < -2 

Si -2 < x :£ 1 
si X > 1 


V. Funciones monótonas 

Una función escalar f definida en un conjunto D es creciente en D si y sólo i 
para todo par de puntos x, e D y x 2 e D: 

(x,<x 2 => f(X,)Sf(X 2 )). 

La función f es estrictamente creciente en D si y sólo si 

Vx, e D Vx 2 e D: (x-i < x 2 =» f(x,) < f(x 2 ))■ 

De manera análoga: ... 

f decreciente enO« Vx, e D Vx 2 e D: (x, < x 2 = f(x,) 2 t(x 2 )), j 

f estrictamente decreciente en D <=> Vx, e D Vx 2 e D: (x, < x 2 => f(x,) > , ( x 2))- 
Las funciones crecientes y también las decrecientes se llaman, en general, ftf 
dones monótonas. 


♦ Existencia de función inversa 

Ya se ha visto en el capítulo 3 que una función biyectiva tiene función invej 
que es también biyectiva. Puede demostrarse que las funciones estnctamente mo 
tonas son funciones biyectivas y existe, por lo tanto, para cada una te uincion inver 
Además, algunas propiedades de la función son validas también para la función | 
versa, como por ejemplo la continuidad. 


Si f es estrictamente creciente en [a; b] y es continua en dicho intervalo, 
•monees: 

1 ) existe f~ 1 en [f(a); f(b)] 

2 ) f~ 1 es estrictamente creciente en [f(a); f(b)] 

3) f _ 1 es continua en [f(a); f(b)] 



1 ) Por el teorema del valor intermedio (pág. 176), si k es cualquier número real 
comprendido entre f(a) y f(b), entonces: 

3c e (a; b)/f(c) = k. 

Es decir, f es una función sobre [f(a); f(b)]. 

Además, podemos probar que f es inyectiva, o sea, que c es único para cada 
numero k. 

En efecto, por ser f estrictamente creciente en [a; b], 
x,<x 2 => f(x,) < f(x 2 ), 

•■ decir, elementos distintos tienen imágenes distintas y la función es inyectiva. 

^ Por lo tanto, f es biyectiva y existe su función inversa f" 1 , biyectiva en [f(a); f(b)]. 

2 ) Sean y,ey 2 dos puntos cualesquiera del intervalo [f(a);f(b)], que es el do¬ 
minio de f 

Existen x, y x 2 en [a; b]/y, = f(x,)yf(x 2 ) = y 2 . 

Para probar que f~' es estrictamente creciente en [f(a); f(b)] debemos verificar: 

v yi v y 2 : (yi <y 2 =» f-’íy,) < f ~ 1 (y 2 )), 
que equivale a demostrar: 

f(x,)<f(x 2 ) => f- 1 [f(x,)]<f- , [f(x 2 )]. 

Por definición de función inversa: 

i' 1 [f(x,)] < f-’lffxa)] c=> x, < x 2 . 

I uego, queremos probar: 

f ( x r) < f(x 2 ) => x,<x 2 . 

Consideremos la implicación contrarrecíproca: 

x,>x 2 =o f(x,)>f(x 2 ). 

I sta implicación es verdadera por ser f estrictamente creciente en [a; b], 

I uego, queda probado que f- 1 es estrictamente creciente en el conjunto indicado. 
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3) Demostraremos que f~’ es continua en cualquier punto interior al intervalo 
[f(a); mi y con una pequeña modificación puede demostrarse que también lo 

" al SeaTo'un punto cualquiera del inten/alo [f(a):«b)l. Por las condiciones dadas, 

30 í para probar^que I”' es continua en y, - 1(0, debe verificarse: 

ve > o 35 > o/ ]y - y„l < « =» |f-'(y) - f_1 (y 0 )l < « • 

La proposición anterior es equivalente a la siguiente: 

Ve > 0 35 > 0 / |f(x) - f(c)| < 5 =» |x - c| < e . 

Elijamos un entorno cualquiera de c, de radio e > 0, tal que: 

E(c, e) C (a; b). 

Vx: (x e E(c, e ) => |x - c| < e => c-e<x<c^e). 

Como f es estrictamente creciente en [a; b], 

c - e < x < c + e => f(c — e) < f(x) < f(c + e). 

Podemos encontrar un entorno de y 0 = f(c), de radio 5, que esté incluido en el 
intervalo (f(c - e);f(c + e)). Para ello basta tomar 5 igual al menor entre los dos 

números positivos 

h = f(c) - f(c - e) y h' = f(c + e) - f(c). 


t(0 d Í - xc d ( |¡ 

f(c -e) 



a c-ecc+e 


Por lo tanto, cualquier punto y que pertenece al intervalo (f(c) - 6; f(c) + 5) taffl 
bién pertenece al intervalo (f(c - e); f(c + e)). 

Es decir, 

f(c) — 5 < y < f(c) + 5 => f(c) — e) < y < f(c + e) (1). 

Además, por f- 1 estrictamente creciente: 

f(c-e)< y<f(c + e) =» f- 1 [f(c-e)] < f- 1 (y) < f" 1 lf(c + e)l (2). 
Finalmente, por definición de función inversa: 

f -1 [f ( C _ e)] < f-My) < f -1 Wc + e)] => c- e < x< c + e (3). 
Aplicando transitividad a las implicaciones (1), (2) y (3), resulta: 

Ve > 036 > 0/(f(c)-6 < y < f(c) + 5 => c-e < x < c + e). 

O sea, Ve > 0 35 > 0/(|y - f(c)i< 6 =» |x - c|< e). 
proposición que, como se ha indicado, es equivalente a la siguiente: 
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Ve > 0 35 > 0/(|y - y 0 |< 5 => jf” 1 (y) - f~ 1 (yj|< e), 

H(ar f(b)] eba 13 COntinuidad de f_1 en un punto cualquiera y 0l interior al inteivalo 

Por un razonamiento similar, considerando intervalos [a; a + e) y (b-e-bl se 

prueba la continuidad de f- 1 en los puntos f(a) y f(b) (a la derecha de f(a) y a la iz- 
lülorda de f(b)). 


♦ VI. Continuidad uniforme 


Consideremos la función f: x -»— en el inten/alo (0; 1). Es sencillo demoslrar 
•|U« esta función es continua en dicho intervalo, pues 
V» f (0: 1): lím — = -1 

x a 

.'i se trata de escribir la expresión anterior utilizando números positivos e y 5 
M puede observar que S no depende solamente de e sino también del punto elegido a.’ 
n efecto, al buscar S para un número e prefijado se observa que: 


— < e <=> 
a 


< 6 <=> 


< e <=> |x - aj < e 


II dopende de cada punto a donde se investiga la continuidad. 

Interesa ver si es posible encontrar en el intervalo (0; 1) un número positivo 5 
mi pueda utilizarse para cualquier punto a e (0; 1). 

I Puede demostrarse que ello no es posible, pues a medida que el punto a se 
■foxima a 0, el 5 es cada vez menor y tiende a cero. 

Cuando no es posible, como en el caso indicado, encontrar un número 5 válido 
cualquier punto del conjunto elegido, se dice que la función no es uniforme- 
pinto continua en dicho conjunto. 

Sl j caaibl °' se consider a la función dada por la misma fórmula en cualquier 
pgrvnio (a; b), abierto o cerrado, para a > 0, siempre es posible hallar, prefijado e 
I o • 0 valido para cualquier punto del intervalo. 

fcn efecto, consideremos por ejemplo la función dada por la misma fórmula, 


en el conjunto A 


í x / x > 


Trataremos de encontrar, para cualquier número positivo e, un número positivo 5 
I dependa exclusivamente de e y para el cual se verifique la definición de conti- 
Bnri en cualquier punto a e A. 

Habíamos obtenido 5 = e - |x| • |a|. Si tomamos x y a en el conjunto A, es 
< |x| ■ |a| < e ■ — • —, y el número 5 = ~ será válido para cualquier 


y el número 5 = 


punto aeA. 

i decir, sea e>0 y 0<5< 


Vil A Va e A: 


a|< f = 


yaque 
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Ahora bien, 


|x - a| < e ■ |x| • |a| 


■ < € <=> \ — 


Luego, Ve > 0 38 > 0 / Vx e A Va c':( |x - a| < 8 < - 



Lo mismo sucede para la función considerada en cualquier conjunto B (k, + oo) 
si k > 0. Prefijado cualquier e > 0, bista hacer 0 < 8 < e • k 2 . 

En los casos mencionados', la .unción f: x - ± es uniformemente continua en el 

conjunto A y en el conjunto B. . , 

Obsérvese que el concepto de continuidad uniforme es esencialmente distinto 

del concepto de continuidad. . , , 

La continuidad en un conjunto es una propiedad de carácter local, pues depende 
de que la función sea continua en cada punto del conjunto considerado. 

En cambio, la continuidad uniforme en un conjunto es una propiedad global , rela¬ 
tiva a todo e! conjunto y no a cada uno de sus puntos en particular. 

Definición 

La función f es uniformemente continua en el conjunto D si y sólo si 
Ve > 0 38 > 0 / (8 depende sólo de e y D) A.Vx, eD Vx 2 e D: (jx, - x 2 | < 8 => 

=* |f(x,) fM<e). .. 

Resulta de inmediato que si una función es uniformemente continua en un con¬ 
junto D, entonces es continua en D. 

Para ello basta considerar x, = x y x 2 = a, y la definición anterior indica que 
f es continua en cualquier punto a del conjunto D. 

La propiedad recíproca de la anterior, en cambio, no es válida, como lo prueba el 

ejemplo ya visto de la función f: x —» — en el intervalo (0; 1), que es continua en dicho 

intervalo abierto pero no es uniformemente continua en él. 

Puede probarse, sin embargo, que una función continua en un conjunto com¬ 
pacto es uniformemente continua en él. 

Probaremos la propiedad anterior para intervalos cerrados mediante el siguiente 

teorema. 

Teorema de Heine 

Si una función es continua en un intervalo cerrado, entonces es uniformemente 
continua en él. 

Demostración 

Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a;b]. Por ser f continua en 
[a;b], es continua en cada punto c que pertenece a dicho intervalo. 

* Enrique Heine (1821-1881), analista alemán que publicó en 1872 una memoria donde se ex¬ 
puso por primera vez la teoría del número irracional que lleva el nombre de Cantor. 
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Luego, elegido cualquier número positivo e, al aplicar la definición de continuidad 
puede asociarse, a cada punto c del intervalo, un entorno de radio 8 donde 8 depen¬ 
de de e y de c, tal que 


Vx:[xeE(c,8)=> |f(x) - f(c)| <-|). 


Además, como jx — c| < - 


|x cj < 8, es válida también la proposición si¬ 


guiente: 

Vx: (xeE(c,-|) => |f(x)-f(c)|<-|). 


Consideremos el conjunto formado por los infinitos entornos del tipo anterior, 
que corresponden, para el número e elegido, a cada punto del intervalo [a- b j 
bse conjunto es un cubrimiento abierto infinito del intervalo cerrado [a: b]. Por el 
leorema de Borel (pág. 43), existe un subconjunto finito del mismo que también cu¬ 
bre ja; bj. 


. E ( C n^)} 


dicho cubrimiento 


Sea 8 el menor entre los números positivos 


Si s 2 


Es decir, 5 = mín 


S, 8 2 


■ .:■) 


Probaremos que 8, elegido a través del proceso anterior para cada número 
r O, verifica la definición de continuidad uniforme en [a;b]. 

Sean x, y x 2 dos puntos cualesquiera de [a; b] para los cuales es |x, x,| < 8 

Debemos probar ¡f(x,) - f(x 2 )j < e. 1 21 

m a°H Se h 61 C ° njunt0 C un cubrimiento de [a; b], x, pertenece a uno de los entor¬ 
nos de dicha colección. 

Sea E ^c r , ~~'j dicho entorno. Es decir, x, e E^c n 

Por lo tanto, |f(x,) - f(c r )| <—|— (i). 

Ahora bien: 

I*; c r | = |(x 2 - x,) + (x, - c r )| s |x 2 - x,| + Jx, - c r | < 8 + 

• 'V s a_ + _^ = 5 

:> 2 ? r 


l uego, 

k c ,I < 5 r . 

I ero, según se ha visto al elegir cada número 8 n 
I"» c r l < S r => |f(x 2 ) - f(c r )| < -1 (2). 


Pe (1) y (2): 
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|f(X,) - f(x 2 )| < 1 f(x,) - f(c r )| + |f(c r ) - f(x 2 )| <-§ + -§ - € - 

Luego, Vx, e [a; b] Ve > 0 36 > 0 (encontrado a través del procedimiento in¬ 
dicado) /|x, - x 2 | < => i |f(x,) - f(x 2 )|< e, y el teorema queda probado. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 

CAPÍTULO 5 
Sección I 

1 ) f: continua en 0 

q: discontinuidad esencial; no existe g(0) ni hay límite finito 
h: discontinuidad esencial; no existe h(0) ni hay límite finito 
m; discontinuidad evitable; lím 0 m (x) = 0 
s: discontinuidad esencial; s(3) = 3, pero no hay límite 
r: discontinuidad evitable; tím_ 5 r(x) — -10 • 

n: discontinuidad evitable; lím 10 n(x) = 20 

2) f: continua a derecha de 1 _ _ 

q: discontinuidad evitable a izquierda, pues lim 0 - g(x) - u 

h: discontinuidad evitable a derecha haciendo h, (0) = 1 o evitable a izquiei 

haciendo h 2 (0) = -1 
m: continua a derecha de -1 

3) f: discontinuidad evitable en x = 3 y esencial en x = -2 

m: discontinuidad evitable en x = 2 y esencial enx=-3 _ 

n: discontinuidad esencial en x = 0 y evitable enx = 4yx- 4 
t: discontinuidad esencial en x = 0, x = -2 y x=-1 
g: discontinuidad esencial en x = n n (n e Z) 
r: discontinuidad evitable en x = -3 y esencial en x = -1 
h; discontinuidad esencial en x = 1, continua a derecha, 
s; discontinuidad evitable en x = 2 y esencial enx = 0 y x=-3 
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D, - R. Discont. esenciales en Q* 1, 2 y 3. 

Continua a izquierda de 0, a izquierda de 1 y a derecha de 2 



Df R { 3 }. Discontinuidad esencial en 1 y evitable en 3 
Continua a izquierda de 1 

fi) Ejemplo: h: x-> x 2 . f:x-*_ 1 . x 2 - 4 

( x - 1 )( x - 2 )’ 9X ^~ +2 

7) Ejemplo' f* x_>_ (x - 1 - 2) (x — 1 ) _ 

(x + 2) (x - 1 ) (x - 5 )~ p,esenta discontinuidad evitable en 

x--2 y x = l y discontinuidad esencial en x = 5. 

I) Ejemplo: 

. 7^3 Six>0 
. 5 + 3x si x < o 

lección II 

II I ■■ I. continua en x = | 2) I no es continua en h(l) . o 

" ' "° K con,inua 00 - 0 4) I no es continua en 1,(1) - , 

l•R(:lón III 


discontinuidad esencial con límite infinito en x = 3 
y discontinuidad esencial sin límite infinito en x = 0 


1, pues f^) = 2 


-1 < 1 < 2 


(c 2 = 


i + VT 


h) ‘ = - 1 ’ pue s f(-1) = -3 y -1e(-3;0) 
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4) a) c = 1, pues f(0) = -1, f(3) = 8, O < 1 < 3 y f(1) = O 
b) c = Vi + V6^ pues f(VTWB) = O y Vi + v6€ (0;2) 

5) r, = 3,31 r 2 =» -3,31 6) r, = 4,89 r 2 = -4,89 

Sección IV 

2) f: -2 ínfimo y mínimo absoluto 

no existe supremo 
g: -2 ínfimo y mínimo absoluto 
2 supremo y máximo absoluto 
h: 8 supremo (no es máximo) 

-2 ínfimo (no es mínimo) 

3) f(3) = 4 máximo aboluto f(—2) = -11 mínimo absoluto 

4) f(-2) = 20 máximo absoluto f(3) = -5 mínimo absoluto 

5) 


6 mínimo absoluto 
6 mínimo local y lo alcanza en 
los infinitos puntos de [-2; 4] 
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4 mínimo absoluto 

4 mínimo local y lo alcanza en los puntos de [1; + ») 
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6. DERIVADA 


Una de las ideas básicas en análisis es el concepto de derivada. Para introducir 
dicho concepto se recurre generalmente a dos problemas, uno físico y el otro geomé¬ 
trico. El primero es el cálculo de la velocidad instantánea de un móvil y el segundo la 
definición de recta tangente a una curva en un punto de la misma. 

Los dos problemas conducen al mismo cálculo: el límite de un cociente de incre¬ 
mentos cuando el denominador tiende a cero. 

Prescindiremos inicialmente de los problemas mencionados, que dieron origen 
al cálculo diferencial, y definiremos derivada de una función en un punto interior a su 
dominio en forma analítica. La velocidad instantánea y la determinación de la recta 
tangente serán consideradas, más adelante, como aplicaciones de la definición. 


i. Derivada de una función 

Si f es una función definida en un intervalo abierto y se consideran dos puntos 

_ f( a ) 

distintos a y x de dicho intervalo, puede formarse el cociente-.cuyonume- 

X 3 

rador es la diferencia entre los dos valores f(x) y f(a) de la función o "variación de la 
función” y el denominador es la diferencia entre los dos números x y a o “variación de, 
la variable”, por lo cual el cociente considerado representa la “variación media" de la 
función en el intervalo entre ay x, y suele denominarse “cociente incrementa!". 

Si se busca el límite de dicho cociente en el punto a y dicho límite es un número 
real, se lo llama derivada finita de la función f en el punto a. 

Definición 


Sea f una función definida en un intervalo abierto y a un punto cualquiera d# 
dicho intervalo. La función f tiene derivada en el punto a si y sólo si existe e! límitf 

del cociente en el punto a. 

x - a 

Si el límite .es un número real, la derivada es finita y se designa: 

f<a) = , (ma JíxWíaL. 
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Ejemplo 1 


Sea f. x —> x 2 +3. Veamos si f es derivable en el punto a = 4 . 


Por definición, f' (4) = lím 


f(x) - f(4) 


(x 2 + 3) - 19 


x 2 - 16 


= lím 4 (x+4) = 8. 


Luego, para la función considerada, es f' ( 4 ) = 8 


Ejemplo 2 


Sea g: xx 3 . Hallar g'( 2 ). 


g' (2) = lím. 


x 3 - 8 


= lím 2 (x 2 +2x+4) = 12. 


Si en algún punto del dominio de la función considerada no existe el 1'mite'del 
“ orno So £?**• Ia '“"T «" «. punto- Sí el lita 

«/,r # a er e « pan,„ Per ° “ " mi,e in,in "°- se aice «> la 'tono «o- 

Por ejemplo, sea f:x~* vx! 


I'(0) = lím 0 


vT- vo“ 


° 


„ S ‘, el cociente ¡ncremental no tiene límite finito en el punto a pero admite límite* 
hilos distintos a derocha e izquierda de a, dichos valores se teman denvadi a d e 

Consideremos f-T—H ^* 38 '^«« 0 . f(ay f (a ->. 

Esta función no es derivable en el origen, pues 


,,(0) = ,ím ° J tn = lím o ^ 
x - u x 

ente límite no existe, según se ha visto en la página 129 
Si buscamos el límite a derecha del origen para el cociente ¡ncremental, resulta: 

= lín V ~ = 1 y, por lo tanto, f'(o*) = i. 


Análogamente, por la izquierda: 


= lím 0 . 


f'(O-) = -1. 


Notticiones usuales 

Indicamos a continuación algunas notaciones que suelen utilizarse Dara desio 
Mb. I-, derivada de una función f en un punto x: utilizarse para desig- 




• donde y = f(x); etcétera. 
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La derivada en el punto x suele también definirse mediante las siguientes ex¬ 
presiones: 

\f . .. f(x+h) - f(x) . 

f'(x) = lím Ax _ 0 ; f'(x) = lim h ^ 0 - - -• 


f'(x) = lím AX _ o 


Jx+Ax) - f (x)_ ; etcétera. 
Ax 


EJERCICIOS 

1) Aplicando la definición, calcular las siguientes derivadas: 


f' (3) si 

f: x—> x 2 

t' (4) si t:x-» 

h' (0) si 

h: x —> x - k 

m' (3) si m: x -» 

g' (2) s¡ 

1 

g: x -» — 

3 X 

n' (1) si n: x—► 

r' (4) si 

r: x —>In x 

(4) si t. x -» 

s’ (3) si 

s: x -* v x 

P' (-2) si p: x - 


g* (2) si g:x-+-£- n'(l)si n:x-^ - _ ^ 

3 - x 2 

r' (4) si r: x —> In x (' (4) si ('■ x —► - 

x 2 — 1 

s' (3) si s: x —* vx P' (-2) si p: x^ _ 9 

2) Aplicando la definición, calcular derivada a derecha e izquierda de los puntos 
indicados: 

en x = 3 para f: x -* |x — 3!; en x = 5 para g: x -* - |x - 5[ 

3) Ver si existe la derivada en 0 para las siguientes funciones: 


sen - si x í 0 
x 


0 si x = 0 


x sen — si x # 0 
x 

0 si x = 0 


x 2 • sen — si x A 0 
x 

h: x — 

0 si x = 0 

4) Ver en qué puntos no es derivable f si f(x) = |x+ 4 | + |5x-10|+1. 

’ -x 2 -6x-3 si xs—1 

5) ídem para f si f: x -* • x+3 si -1<x<2 

x z -2x+2 si x>2 
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II. Función derivada 


•iderivóte peLitedlfínif ° C ° m ° P3ra Cada punt0 a del dominio donde f 

Es dec^ f ^ ! f ? nUeV3 fundÓn f ' que se llama función derivada de f 
ts decir, f es la función derivada de f si y sólo si: 

f (a) - Jím a -LL—LL v a e Df donde d ¡ cho | ím ¡ (e existe 

#Xlstef d S ÍnÍ ° ^ V ^ f0rm3d ° P ° r l0S Punt0s a del dominio de f para los cuales 
Por lo tanto, D r c D, 

p L 9 raTf“-'> X,S,ederiVada enéS¡ma de la ' 2 12 *** 

O sea, f (n) = f("-’)• 

Notaciones usuales son: 
d 2 f 

1 ^ ’ dx 2 ’ D * 2f P ara la derivada segunda en el punto x; 


.(n) , . d n f n 

* ’ d? 7 ’ Dx " f para la deriva da enésima en el punto x; etcétera. 


tjnmplo 1 

Hallar f'y f" s ¡ f:x—>5x 2 + 3x. 

lunción'ird^Sl' b3Sta CalCUlar f,(3) P3r3 CUalquier número ae D f donde la 


l'(«) = lím 


J5x_ 2 +3x) - (5a 2 +3 a)_ = 5(x 2 -a 2 ) + 3(x-a) 


- Iím a (5x+5a+3) = 10a + 3 . J 

I uego, como a es un punto cualquiera del dominio, 

f '( a ) = 10a + 3 =* fx —> lOx + 3. 
or el mismo procedimiento respecto de V calcularemos f": 

>"(a) = lím - L'( x ) ~ f '(a) _ = (10x+3) - (ipg +3) 

x- a ""a x~^~a - = 

. ll,n.,-10_(x z a L = 

x — a 

l uego, Vae D ( : f"(a) = i 0 y f" ;x ^io. 
t ¡ampio 2 




1 'aliar g' y g" si g:x^V7 ( x > 0 ). 
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g'(a) = lím ---—= lím ——-——, - —• 

y a x - a vT+ Va 2 Va 


Luego, g':x 


,,, . 2Vx" 2 Va _ Va - Vx 

9 (^0 — iírn — /— /— , 

3 x-a 2v x va(x-a) 


2 V7V?(VT+VI) 


4a Va 


Por lo tanto, g": x - 


4x Vx" 


Ejemplo 3 


Hallar g n si g:x—>senx. 

Aplicando la definición de derivada, es: 


g'(a) = lím a 


senx. - sen a 


Para calcular el límite anterior puede recurrirse a una fórmula trigonométrica, que 
transforma en producto la resta (sen x - sen a). 

Esta fórmula es : sen x - sen a = 2 sen eos * ^ a -. 

Resulta entonces: 


g'(a) = Km 


_ x-a x + a 
2 sen —-— eos —-— 
2 2 


• lím, i eos - 


= 1 • eos a = eos a. 


Luego, Vx:g'(x) = eos x = sen ( x + ^)- 
Calcularemos ahora la derivada segunda de g. 


Por definición, g"(a) = lím a 


eos x - eos a 


Podemos utilizar para calcular el límite anterior la fórmula trigonométrica; 


^ 4. g ^ 

eos x - eos a = - 2 sen —-—- sen ——— 


Queda entonces: 


g”(a) = lím. 


_ x + a x-a 

-2 sen-sen- 

2 2 
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x-a 


/ sen —— 

llm a ( - -- L 

\ x-a 


' lim a (s 


1 ■ sen a = -sen a. 

Uogn, Vx: g”(x) = -senx = sen( x + 2 ^). 
Por inducción, puede demostrarse: 


VxeR Vne N: g (n) (x) = sen (x + ^~j. 


Ttorema 


ürtvada7n cadl“S “ **«* - y su 

Sea f: x k. 

Va e R: f'( a ) = | ím JííklIíaL _ k - k 

a x-a ~ lim a irrx = lim a 0 = 0 . 

Tlorema 

|» «" C6S ' 85 de,iVabte " ‘° d ° “ / sa de. 

Sea f: x —* x. 

m - , „ m- , , , 

(«Jales ° procedlmienl ° se pueden hallar las derivadas de otras funciones 


incicios 

) Hallar f” y g” aplicando definiciones si f:; 
I fallar f si f: x —> eos x. 


* 3+ 2 y g: x ln: 


Continuidad de una función derivable 


P» F - s decir, la deriváttlldadaseguí fcroSStá* qUe ’ 3 d ® Ser COnti " 

o :; e p a ues exis t::^ co : inuas en « 

aerivabilidad, ^ continuidad. 

ftorema 

**"' " na “ ene de, ‘ Vada “ a en pu " lp . 8 "'»"Pes es continua en dicho' 
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Es decir, el teorema asegura que si existe un número real k, tal que k - f'(a), 
entonces f es continua en a. 

Demostración 

Si x A a: f(x) - f(a) = <(x) ~ f(a) - • (x-a). 

X a 

Calculando el límite er> el punto a, es: 

lím a [f(x) - f(a)] = lím .[ f(X x ja ~~ (x ~ a) ]- 

Aplicando el teorema del límite de un producto, es: 

límjf(x) - f(a)] = lím a «m, (x-a) = f'(a) - 0 = 0 . 

Finalmente: 

¡ím a [f(x) - f(a)] = 0 <=> lím a f(x) = f(a) => f continua en a. 

Como ya se ha indicado, el recíproco del teorema anterior no es válido, pues una 
función continua en un punto no es necesariamente derivable en él. 

Consideremos, por ejemplo, la función f: x —> |x|. 

f es continua en el origen, pero, como ya se ha visto (pág. 195), no tiene derivada 
finita en él, pues la derivada a derecha es 1 y a izquierda - 1 . 

Algo similar sucede con la función f: x—» — |x-2| en el punto x = 2. 


f es continua en x = 2 
y no existe f'( 2 ), pues 

f'( 2 + ) = -1 y f'(2~) = 1- 


EJERCICIOS 

1 ) Indicar en qué puntos f es continua pero no derivable 

si f: x —> |3x-11 + |x 2 -4| + 1. 

2-2x si x<-4 

2) ídem si f:x —*■ x 2 -6 si-4<x<0 

3 si xaO 

3) Dar un ejemplo de una función continua y no derivable en dos puntos de su do¬ 
minio. 
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IV. Álgebra de derivadas 

Derivada de una suma 

Vida es ía 9 suma d deIasderfvadis Unt0 en, ° nces f + 9 es derivab,e en a y su deri- 
Es decir, (f+g)'( a ) = f' (a) + g , (a) 

W$fnostrac¡ón 

, Aplicando la definición de derivada a la función (f+g), eS : 

(f+g)'(a) = icm J f +9)(x) - (f+q)fa) 
x-a 

Por definición de suma de funciones: 

( '' 9) ' (a) = ,ím a = , írT1a M ~ ffa) + g(x) - nfat 

Aplicando ef teorema del límite de una suma, resulta: 

(1 1 g)'(a) = lírn. JíLJteL g(x) - g(a) 

a x-a + " m a- 7 ^- = f'(a) + g'(a). 

•rlvada de una diferencia 




(f-g)'(a) = f'(a)-g' (a) . 

La demostración es análoga a la anterior. 

privada de un producto 

|» " Pr0dUC “ ~ aerivablederiv ada 

WMostración 

81 a P licamos 'a definición de derivada a la función (fg), es: 

(fg)’(a) = lím -í f 9)(x) - (fg)(a) 
x-a 

Por definición del producto de funciones: 

(fg)'(aj = lím a ~ f( a )g(a) 

81 00 61 nUmer3d0r del S69Und0 miembra darnos y restamos f(a)g(x), resulta: 
(fg)'(a) = lírn, - f(x) 9W - MoM ± f ^ q(x) - fíalaíaí 

i, . x-a 

I or propiedad distributiva es: 

(fg)'(a) = lím _L f M ~ f(a)lqfx) + fía) f q( x ) _ q(a)1 

x-a 
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Aplicando los teoremas de límite de suma y producto, queda. 


(fg)'(a) = lím a <(X) _ ■ lim a g(x) + Ifm a f(a) ■ lim, 


q(x) - g(a) 


x - a ' " x _ a 

Como la función g es derivable en a, entonces g es continua en a y lím a g(x) - g(a). j 
Además lím a f(a) = f(a), por ser f(a) una constante. 

Luego, al reemplazar valores, queda la tesis. 

Consecuencia 

Si k e R, es (kf)'(a) = k-f'(a). 

En efecto, si se aplica el teorema anterior y se tiene en cuenta que la derivada di 

una constante es cero (pág. 199), resulta: 

(kf)'(a) = Q- f(a)+k -f'(a)= k ■ f’(a). 


Ejemplos 


h(x) = x • sen x =► h'(x) = 1 • sen x + x eos x 

1 


r(x) = 3 \/x" 


r'(x) = 3 


2 \/x" 


Derivada de una potencia de exponente natural 

Si n es un número natural y f: x —* x n , entonces f es derivable y f . x —» n x ^ 
Por inducción: 

I o ) si n = 1, es f(x) = x y f'(x) = 1 por teorema anterior (pág. 199); 

2 o ) si n = h, es f(x) = x h . Suponiendo que f'(x) = h x h_1 , debe probarse qu< 
propiedad se cumple para n = h + 1 . ^ 

Es decir, debe probarse que la derivada de f(x) = x es f (x) = (h+i)x 
Sabemos que f(x) = x h *’ = x h ■ x, por definición de potencia de expon« 
natural. 

O sea, f(x) = x h ■ x. 

Si derivamos la expresión anterior utilizando la fórmula para derivar un 
ducto, es: 

f’(x) = (x h )' -x + x h • 1 ( 1 ). 

Ahora bien, por la hipótesis inductiva: (x h )' = h • x h_1 . 

Reemplazando el valor anterior en (1), resulta: 

f'(x) = (hx h -’)-x + X h = hx h + x h = (h + 1)x h . 

que es la tesis. 


Ejemplo 


f(x) = x 7 => f'(x) = 7x 6 


SI* y g son derivadles en a y g,a, * o, entonces ± es deriva* en a y 
dorivada es: (—)'(a) = - f '(a)9(a ) - f(a)g'(a) 

9/ [ g ^)] 5 • 

Demostración 

Aplicando la definición de derivada a la función ±, es: 

n ’ 


(i) « . 

Por la definición de cociente de funciones: 

f(x) 


O - 


lim. 


9(x) 


9 

(a) 


f(a) 

9(a) 


x - a 


Efectuando operaciones: 

(~) '(a) = lím - f ( x )9(a) - ffa)ofxt 

oí _ n i 9/ 9(x)g(a)(x-a) ' 

f 6 numerador sumamos y restamos f(a)g(a), queda: 

(i) (a > = 'ima JW9(aL z J(a)g(al + f( a )g( a ) - ffrjgfr ) 

9W • gfaToT^) —- = 

= lím a f ( a )] 9(a) - fia) fn/y) _ a ( a)1 

gMg^o^aj = 


lím. 


g(a) - f(a) -9ÍíL^(a)_ 
x a 


9(x) g(a) 


|»l punto a, queda e |a?esfs. limiteS Correspondient e y la continuidad de la funcic 
p lo 

ll|< * i— =» h'(x) = - cos x ■ x 2 - sen x ? x 

*“• de una (Hegla de ,a cadena) 

«fcimse, como d yI a hemos n v?sto , °áT U ' d0 “ dominl ° de la 'andón 1 PU e 
MI l« función g es derivé I ’ fUnCIOn com Puesta f 0 g. ’ P 6 

fcf¡¡¡¡' 1 " "" 01 punt ° g(a) interior al'recomdoTrern ° min ' 0 de 9 ' y ' 3 función f 
■| *• dnrlvable en a y su derivada es: 9 ’ tonces la función compue; 


su 
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(fog)'(a) = f'[g(a>] • g'(a). 

Si aplicamos la definición de derivada a la funckx >°g en el P 


(fog)’(a) = lim x 


(f o g) (x) - (f°g)(a) 


También, por definición de derivada, es: 


f’[g(a)] = Hm 


ffg(x)1 - f[g(a)] g'(a) = lím x ^ a — 

g(x)—9(a) g(x) _ g( a ) 


Podemos escribir, pensando en las tres -definiciones anteriores. 

(f o g) (x) - (f o g) (a) _ f[g(x) ] - f[g(a )i. s ¡x*a a g(x)*g(a) 

x - a _ g(x) - g(a) x a 

Buscando el limite de cada miembro de la ex P r ^ sl °^ n ^ 0 n e P mos^ a ' ^ ^ 
dando, como g es continua, que x—>a implica g(x) —» g( ). 

, ím „. lt9 ‘gj I gf r jL - 

Es decir, (fog)'(a) = f [g(a)] ■ g' in¬ 
obsérvese ahora que esta demostración sólo es licita si la función g es inyectivi 

pues hemos exigido que xy=a asegure g(x)y=g^a). nívt-nfat Pé 

Si g no es inyectiva, la expresión (1) no tiene sentido s. x*a pero g(x)-g(a). P 
lo tanto necesitamos una demostración general que abarque el caso en que la ful 
cion g no es inyectiva. Esa demostración es la siguiente. 

♦ Demostración 


Definamos una función auxiliar h cuyo dominio es el recorrido de g, de la siguie 
te manera: 


f(y) - f(b) 


0 si y = b 


si y # b 


(b = g(a)) 


híg(a )]=0 
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Probaremos, en primer lugar, que la función h es continua en el punto b = g(a). 
Para ello debemos probar lím b [h(y)j = h(b) = 0. 


Ahora bien. Iím b [h(y)] 


f(y) ~ f(b) 


= lím b [f'(b)] - lím b j 
= f'(b) - f'(b) = 0. 


f(y) - f(b) 


I iemos probado, entonces, que la función h es continua en b = g(a), y como q 
i continua en a, pues por hipótesis es derivable en a, resulta, aplicando el teorema 
* continuidad de funciones compuestas (pág. 172), que la función h og es continua 
n ti, es decir, 

lím a(hog)(x) = (h o g) (a) = h [g(a)] = h(b¡ = 0. 

Osea, lím a h[g(x)] = 0 ( 1 ). 

Consideremos nuevamente el valor de la función h en cualquier punto y * b: 

h(y) = f'(b) - JM.Z f ( b > 
y - b 

Luego, podemos escribir: 

- <■« - h (y) , 

I también: 

f (y) - f(b) = f'(b) (y-b) - h(y) (y -b). 

Unidad que se verifica también si y = b, como puede comprobarse mediante la 
Mllllución correspondiente. 

Ahora bien, por los requisitos exigidos desde la hipótesis, es Vy: y = g(x). Luego, 
•n la última igualdad obtenida reemplazamos b por g(a) e y por g(x), obtenemos”: 

f fg(x)] - f[g(a)] = f'[g(a)] [g(x) - g(a)J - h [g(x)] [g(x) - g(a)]. 
Podemos dividir ambos miembros por (x- a), considerando x a, y resulta: 


= f’(b) - h(y), 


.! l9(x)] ~ f [g(a)l = f>[ g(x)-g(a) 

x - a x - a 


h[g(x)] 


g(x) - g(a) 


Calculando el límite en el punto a y utilizando (1), queda: 


(f°g) (x) - (fog) (a) 


= f'[g(a)]-g'(a) -0-g'(a). 


I r. decir, (fog)'(a) - f'[g(a)] ■ g’(a), que es la tesis. 


Wini/i/o ; 


finan f: x -> x 6 y g: x g(x). 
1 ’• (fog) (x) = [g(x )] 6 
V (f og)'(x) = 6 [g(x)] 5 • g'(x). 
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Ejemplo 2 


Sean f:x->x" y g:x-»g(x). 
Es (f o g)(x) = [g(x)] n 
y (fog)'(x) = n [g(x)] n 1 ■ g'(x). 


Ejemplo 3 

Sean f: x —> x 3 y g: x —> 5x + 1. 

Es (f o g)(x) = (5x+1) 3 
y (fog)'(x) = 3 • (5x+1) 2 ■ 5 = 15(5x+1) 2 . 

En general, si se trata, por ejemplo, de derivar la expresión y = sen(3x 5 +2x), 
se obtiene y = cos(3x 5 + 2x) • (15x 4 + 2). 

La regla de la cadena se extiende también para derivar funciones compuestas da 
varias funciones. 

Consideremos la expresión y = eos 3 (5x 2 - 7x) = [cos(5x 2 - 7x)] 3 . 
Seobtlene: y’ = 3 cos 2 ( 5 x 2 - 7 x)[-sen( 5 x 2 - 7 x).( 10 x- 7 ). 


Análogamente, si y = \/señ(x^- 8 ), 


resulta 


y'= - - ■ cosíx 2 - 8 ) ■ 2 x. 

2 v'sen(x 2 - 8 ) 


EJERCICIOS 


1) Derivar: 


(x + 2) 3 
(x-1) 2 


g(x) = 


h(x) = (2x-1) (3x+5) 


r(x) = x 2 v y 3 + x 2 s(x) = (2x+4) (2-3x) (x 2 + 1) t(x) = 


2x 3 - 4x 


2) Hallar derivada primera y segunda: 
f(x) = (3x + 5) (1 -2x) g(x) = x 


+ 1 h(x) = 


2x 2 + 3 


3) Derivar: 

f(x) = sen(5x 2 +3x) g(x)= sen(vx) h(x) = cos(3x 4 -ln5) 

r(x) = [sen x + cos(3x )] 5 s(x)= ^ * 2 + ~~~) Ux) = sec 2 (3x) 

4) Derivar: 

/ T~ , , 3 —- , , , 1 + eos 2 x 

f (*) = V 1 + -¿r 9(x) = V|x| + x h(x) = ^^3 2- 
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[V. Cálculo de algunas derivadas 

Derivada del logaritmo natural 

Probaremos que si f: x-» In x, entonces f':x—— 

L 

| Demostración 

Si a > 0, es: 

In — 

f(a) = lím a = lím - — = ii m I"| n 

x-a x-a a I 

Por teorema de límite (pág. 141), el límite del logaritmo es el logaritmo dei limite. 

i 

Osea, f'(a) = | n jjím a ((-^-) *) J 

Para calcular este límite, que corresponde a un casó de indeterminación, hare- 
fTIOB intervenir el número e. 



'"['“■((Hr) x *)] * ln [" m -((' + 7~* 


* + i ir)‘'')] - l "( lim -[( , + JÍ T L )"T) - 



Ivada logarítmica 


l "regla de la cadena o regla de derivación de funciones compuestas aplicada 

| l>.fl, donde f es logaritmo natural, es útil en muchas ocasiones para el cálculo 
M doflvadas. 

Soan f: x —> In x y g: x -»g(x). 

I n los puntos donde está definida, es: 

(f 0 g)(x) = ln[g(x)] 

y (fog)’(x) = —j— • g’( x ). 

aíxí 
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Aplicación a la función potencial 

Si f : x — > x k (k e R y x > 0), puede considerarse In [f(x)] = k In x. 
Derivando los dos miembros de la expresión anterior, resulta: 

m = k - 

f(x) x 

f'(x) = f(x)k--L 

f'(x) = X k -k ~- 

f'(x) = k • x k \ , J 

fórmula ya obtenida para potencia de exponente natural (pág. 202) y que anoi 
resulta válida para cualquier exponente real. 


Ejemplo 


f(x) = x 5 => r(x) = 


Aplicación a la función exponencial 

Si f:x-*k x (kf R y k > 0), puede considerarse: 

In [f(x)] = x ■ In k. 


Derivando, 


-í£L = |n k 
f(x) 

f'(x) = f(x) ■ In k 

f'(x) = k x - In k 

Tanto en el caso de la función potencial como en el de la exponencial, si la ba 
o el exponente son a su vez funciones compuestas, se aplica la regla de la cadei 

Ejemplo 1 

Calcular f' si f: x -► 5 ln(x ' +3) 
f(x) = 5 ln(x!+3) 
ln[f(x)] = ln(x 2 +3) • In 5 

f'( X ) _ _1_Ov . In R 


f(x) x z + 3 
f'(x) = 5 ln(x ’ +3) - 


■ 2x • In 5 


x 2 + 3 
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fftmplo 2 

Calcular f' si f:x-»x x . 

f(x) = x x 
In [f(x)3 = x • In x 
f'(x) 1 

Tm - lnx + x "x 

f'(x) = f(x) (In x + i) 
f'(x) = x x (In x + i) 

privadas de funciones trigonométricas 

Ya se ha calculado en este capítulo (pág. 198) la derivada de la función seno, 
fllll/nndo la fórmula que transforma en producto la resta (sen x - sen a). 

Se obtuvo f(x) = senx =? f'(x) = cosx. 

Por el mismo procedlmienfd se calculó la derivada de la función coseno: 
f(x) = cosx => f'(x) = -senx. 

Para derivar las demás funciones trigonométricas resulta sencillo aplicar la fór- 
Ituln que permite derivar un cociente. 

Por ejemplo, si f(x) = tg x = — 1 ? - n x , 

rnQ Y 


*f'(x) = 


eos 2 x + sen 2 x 
eos 2 x 


(para eos x ? 0). 


De igual forma se deduce: 


l(x) = cotg x 


f'(x) = - - — (para sen x#0) 

sen ¿ x 


l(x) = sec x => f*(x) = tg x • sec x 
l(x) = cosec x f'(x) = - cotg x • cosecx 


irlvndas de funciones inversas 

Sí f es una función biyectiva con derivada finita no nula en el punto a, entonces f' 1 

I» derivada finita en f(a) y esta derivada es —-— 

f’(a) 


(^Mostración 


Por definición de función inversa: 

Vx: T 1 [f(x)] = x. 

! .l derivamos la expresión anterior aplicando, para derivar el primer miembro, la 
leyla de la cadena, resulta: 
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({ ’)' [f(x)] f'(x) = 1. 
Si f'(x) * O, (f ’)' [f(x)] = 


Aplicación 

Sean f una función biyectiva y g su función inversa. 

Se conocen los valores siguientes: f(5) = 13; f (5) = 7; 

f(13) = 2; f'(13) = 6. 
Calcular, si es posible, g'(13) y g'(2). 



Aplicando el teorema anterior, 

g'(13) = g' [f(5)] = -yjgy si f'(5) * 0. 

Como f'(5) = 7, es g'(13) = y 

Análogamente, g'(2) = — 


Derivadas de funciones 

f: x —» sen x 
g: x —i► are sen x 


trigonométricas inversas 


(g = f ’) 


X < 



Por el teorema anterior: g'(b) = 


f’(a) 


si f’(a) A 0. 


Como ya se ha visto, si f(x) = sen x, entonces f'(x) = eos x. 
Luego, f'(a) = eos a. 


Por lo tanto, g'(b) = 


1 


1 


eos a v i - sen 2 a 
O sea, si g(x) = are sen x, entonces Vx # 1: g'(x) 
Do la misma forma se obtiene: 
g x -» are eos x => g': x 


Vi - b 2 

1 


Vi 


- 1 


VT 


g x -» are tg x g': x 

g x -* are cotg x => g':x 
tipio i 


1 


1 + X 2 

- 1 

1 + X 2 


Calcular f' si f: x -» are eos (ax). 

Aplicando la fórmula obtenida para derivar la función arco coseno y la regla de la 
‘•na, resulta: 

f'(x) 


Vi - a 2 x 2 

tipio 2 

Calcular f' si f: x -*■ are tg (x 3 +5): 


f’(x) = 


1 


■ 3 x 2 . 


1 + (x 3 + 5) 2 

rlvada de una función definida implícitamente 

Bo ha visto en el capítulo 3 (pág. 69) que una función f puede estar definida 
Hlcllnmente por una expresión del tipo F(x,y) = 0 donde y = f(x). 

Puede calcularse f' derivando la expresión que define implícitamente a f. 

tupio 

Boa F(x,y) = 2x 3 + xy - y 3 x - 1 = 0. 

M I está definida implícitamente por la expresión anterior, es: 

2x 3 + xf(x) - [f(x)] 3 • x - 1 = 0. 

I lenvando, y teniendo en cuenta que el primer miembro representa una función 
ÜMttlnnle, cuya derivada es nula, se tiene: 
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6x 2 + f(x) + xf'(x) - 3 [f(x)] 2 • f'(x) ■ x - [f(x)] 3 = 
Despejando: 

, = 6x 2 + f(x) - ff(x)j 3 

3 [f(x)l 2 ■ x - x 

si el denominador no es nulo. 

En general, en la expresión que resulta, aparece f(x). 


EJERCICIOS 
1) Calcular f' si: 


1) f: x -*• x 5 + 3x 3 - sen x 

2) f: X -> eos (6x) + ln (2x) - Vx 

3) f: x -» tg(3x) - 4 cos(6x) 

4) f: x -» ln(sen x) + sen(ln x) 

5) f:x—»(x 5 +3x)(x 2 -2) 

6) f: x (x 3 +3x 2 )(1 - Vx) 

7) f: x-> ^x' 2 +3x 3 6 ^ ^v / x-2x 4 ^ 

8) f: x—» ^Vx--1^ (3x 2 -5) 

9) f: x-» (x 2 +3x) 4 (2-x)“ 3 

10) f: x-* 1 - ^ 
t + Vx 

11) f: x-~» ln“V / VE~ 2 

V Vx+2 

12) f:x-^x x+1 

13) f: x-> ln 4 (ln x) 

14) f: x-^ Vare sen (5x 2 ) 

15) f: x -»are tg x + 1 
x 2 - 1 

16) f: x -> cos(arc sen x 2 ) 

17) f: x-» arctg(ln x 3 ) 

18) f:x-^e ,9X> 

19) f: x -»ln(cosec x + cotg x) 

20) f: x -» sec -~ + - 

X 

21) f: x-> tg(x 2 +1) • ln x 2 

22) f :x~* are sen x • are tg x 

23) f: x —>-i—— 

are tg(3x) 

24) 1:x->e a,ccosx ' 

25) f:x->xV9-x 2 +9arcsen— - 

O 

26) f: x -> ln - 2 + X + 2 

2x 2 + x + 1 

27) f: x -> are sen — 

X 

28) f:x-> e * + e ” 
e x 

29) f: x -» tg 4 (5x) - tg(5x) + 1 

30) f : x -* ln x + e x sen x 2 

31) f: x-> sh 2 x + th 3 x 

32) f: x —> 2ch (x-3) + coth 2 x 

33) f:x—e cos(3x > cotg(5x) 

34) f : x -> 2‘ 9 x • are tg (2x) 

35) f: x x ln ' v7 

36) f: x -> IníVsen x)- e x ’ +1 
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37) f: x • 


4 / 1 +th x 

V i-thx 


f: x^> ln(x+Vx 2 + 9) 


38 ) f: x — th — - — th 3 — 
2 2 6 2 

40 ) f: x —► eos x Vi +sen 2 x 


41) f: x- 


1 +v'6x 


43) f: x —> _í_arc_tgx_+_1_ 

VF77 


44) f: x -» 2 are tg 


42 ) f: x —> ln 


V 1 + x — Vl-x 
Vi +x + \/l -X 


are tg x 
2 


9) Demostrar: si f(x) = entonces xf(x) + i - (i-x 2 )f'(x) = o. 

3) a) Demostrar: si f, g, y h son funciones derivables, entonces 

(fgh)' = f'gh + fg'h + fgh'. 

b) Derivar: y = sen (sen x) sen x + eos x) • eos 2 x. 

4 ) Derivar: a) f: x — log x b) f: x -> log 3 x 

6 ) Sea f una función biyectiva y h su función inversa. Se conocen los datos siguien¬ 
tes: f(1) = -4, f(0) = 9, h(6) = 10, h'(-4) = 2, h'(6) = 4 y f'(0) = 3 Hallar 
t'(1), h'(9) yf'fTO). 

6) Sea f una función biyectiva y g su función inversa. Conocidos los datos: f(3) = 7, 
f(5) = 3, g'(7) = 0 y f'(5) = 0, ver si existen f'(3) y g'(3). 

7) Derivar las siguientes funciones definidas implícitamente: 


a) 2x 3 - 3xy + y = 5 

c) Vx~ - 4y + y 3 x = 6 

e) x 3 + y = x + y 3 - 2 
g) arctgy - y + x = 0 

i) — + — + 7 = 0 
x y 


xy + y 3 = - i 


f) 3yx 5 - : 
h) cos(y+x) 


_ _ 


2y 3 x 2 = xy + 2x 


VI. Aplicación geométrica de la derivada 


En geometría se puede definir la recta tangente a una circunferencia como la 
(impendicular al radio en su extremo. Esta definición carece de sentido en curvas que 
no son circunferencias. 

Tampoco puede utilizarse como base de una definición la ¡dea de que la recta 
tangente tiene un solo punto común con la curva, como puede observarse en el 
unifico siguiente: 


213 




t es tangente a la 
curva en P y atravie¬ 
sa a la misma en A y 


Se trata entonces de definir, en forma general, la tangente a una curva en un 
punto de la misma. 

Sea el siguiente ef gráfico de una función derivable f: 


// / 
'C. 


Consideremos el 
punto A sobre la 
curva y otro punto 
cualquiera P + A. 

La recta. AP es una 
recta secante a la 
curva y su pendien¬ 
te es la tangente 
trigonométrica del 
ángulo BAP. 


Es decir, 


/\ f(x) 

pendiente de AP = tg BAP = - 


Si el punto P se acerca sobre la curva al punto A, la recta secante AP tiende a 
una posición límite que corresponde a- la recta tangente a la curva en el punto A. 
La pendiente de esta recta “límite” es la tangente trigonométrica del ángulo TAB. 
O sea, 


pendiente de AT = tgÍAB = lím. 


f(x) - f(a) 


Ahora bien, resulta lógico entonces interpretar geométricamente a la derivada en 
un punto como la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto considerado, 
En definitiva, y de acuerdo con. las consideraciones intuitivas anteriores, se de¬ 
fine la recta tangente al gráfico de una función en un punto del mismo como la recti ; 
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fcXT 0 P ‘ Jn '° y Pendfente **»*<* función en ei punto 

[Definición 

X5S2T.Í r;r** 

L. ¡,¿ 7 ^ e d n :£™ d ¿:¡ rj° pe, °^ 

Kcode en el origen paríí^i^?^ PUm ° ^ 9rá,ÍC ° 65 como 

K - ingSe 1 I^^U^S riVable *" * ,0 

r mSe semir ™tangentes^deV^haa^qu^érdadetpunto'fOiO) 1 . ^ C ° nSÍ ’ 


y = |x¡ 


tg/3=f'(0 )=-1 f/3\ tgq=f'(Q*)=i 


LtMeíS V,oTJ i 1 <ile sSf, la , qUe «"• «*» en punió y 

*» »«'« 4en en 9 * ,0 01 “ 

L S ,r 9 :S S“a n e:raS a 1 'í va ? ?"* a “ - d°™,o. -a 

[ B decir, damos ^ P “ *» 

Itflnlclón 

sTy'sóto^r' 30100 X = 3 63 ta " 9ente vertical al gráfico de f en el punto 

lím JW_lÍÍ§)_ _ x 


I * sucede, por ejemplo, en el punto (2;,) para ,a , u „ c ¡ ó „ sigUien|e; 

i f: x —» 1 + vT^T 

I 
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. 2 x-2 ‘ x-2 ‘ v'(x-2) 2 

Luego, la recta de ecuación x = 2 es tangente vertical a la curva en (2,1). 

♦ Nota: Si se quiere dar una definición rigurosa de tangente vertical a una curva ( 
un punto de la misma, debe exigirse, igual que se hizo para las tangentes oblicua 
que las dos semirrectas tangentes a derecha e izquierda del punto considerado sel 

semirrectas opuestas. . , . , 

Es decir se puede dar la siguiente definición de tangente vertical, mas fuerte qi 
la anterior: la recta x = a es tangente vertical a! gráfico de f en el punto [a;f(í 
si y sólo si: 


En el ejemplo anterior. 


Luego, las semirrectas tangentes son opuestas y la recta x - 2 es 


vertical. 


Consideremos, en cambio, la función f: x —»x 


Luego, si se adopta la segunda definición propuesta para tangente vertical 
recta x = 0 no cumple los requisitos exigidos y solamente la semirrecta superioi 
tangente en el origen. 

En estas condiciones, el punto (0;0) es un punto cuspidal del gráfico. 
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..^erivada e " un punt0 es nula - la lan 9 er| te a la curva en el punto correspon¬ 
diente es una recta horizontal. H 

!? recta . de ecuación y = f (a) es tangente horizontal al gráfico de f en el 
punto [a;f(a)J si y solo si f'(a) = 0. 

Esto sucede, por ejemplo, en el punto (0;-1) para el gráfico de 

f: x x 2 - 1: 


y=x 2 -i 



Resulta, Vx: f'(x) = 2x y f'( 0 ) = 0 
•I punió i?;’ - ÍH 3 ^ 6CUaCÍÓn y = - 1 es tan 9 ente horizontal a la curva en 

Ateta tangente 


y=f(x) 


t(a)=f(a) I-— l . 


tg a = 


= t(x) - t(a) 


Pero tg a = f(a), y resulta f’(a) = ya que t(a) 

luego, t(x) = f'(a)(x-a) + f( a ). 
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La función lineal correspondiente a la recta tangente está dada por la siguientt 
expresión: 

t: x —> f'(a)(x-a) + f(a). 

Ejemplo 

Hallar la ecuación de la recta tangente al gráfico de f: x -* x 2 + 5 en el punto d 
abscisa a = 2. 


a = 2 f(a) = 9 


1 y ' 

.f 

2 A 9' 

y=x 2 +5\ 

—y (2.9) 

4 

ni 

3' 

1 

2 

1 

1 

1 

I x 

0 

2 


Además, Va: f’(a) = 2a. Luego, f'(2) 4. 

t(x) = 4 (x-2) + 9 = 4x + 1. 

Luego, y = 4x + t es la ecuación de la recta tangente a la curva considerada efl 
el punto (2;9). 


Recta normal 


Puede definirse la recta normal al gráfico de una función derivable, en un puntl 
del mismo, como la recta perpendicular a la recta tangenteen dicho pun Jo. 

Hpnir recta normal al orático de la función derivable f en el punto [a,f(a)] 


Es decir recta normal al gráfico de la función oenvaoie r en 
es la recta que pasa por dicho punto y tiene pendiente - Sl f ' & 

Su ecuación es; 

n(x) - f(a) _ _ 1 

x - a f'( a ) 

Es decir, 

n(x) = - -j— (x-a) + f(a). 

y la función lineal correspondiente a la recta normal en [a;f(a)] está dada por la l 
guíente expresión: 

n:x ^--rkr (x ' a) + f(a)- 
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En el ejemplo anterior, como la tangente en el punto (2;9) tiene pendiente 4, la 
Iftmil en ese punto tiene pendiente —y su ecuación es: 


j (x-2) + 9 


x_ J9_ 

y - 4 + y 


Si la recta tangente a una curva en el punto [a;f(a)J es la recta horizontal de 
jeuación y = f(a), la normal en ese punto es la recta vertical de ecuación x = a. 

Ingulo entre dos curvas 


Se define como ángulo entre dos curvas, en un punto que pertenece a ambas al 
Inoulo formado por las rectas tangentes a cada una en el punto de intersección. 

Si las funciones que definen las curvas son derivables, puede hallarse dicho 
Influlo mediante las respectivas derivadas en el punto. 



Llamamos a 12 al ángulo que forman las curvas C, y C 2 en el punto P de coorde¬ 
nadas cartesianas (x 0 ; y 0 ). 

tg a 2 — tg or, 

• g a i2 = ~ + tg ~ tg ot 2 31 * -1. 

Pero tg a, = f', (x 0 ) a tg a 2 = f' 2 (x 0 ). 


Luego, tg a 12 = 


f ’2 ( x o) f'i (Xq) 

1 + f 1 (Xq) f 2 (Xq) 


tjpmplo 


Sean f,:x->x 2 - 2x + 2 ; f,:x-»— - 2. 

x 

f 7 l punto de intersección es (1;1). 


I'i (x) = 2x-2 => f',( 1 ) = o a f' 2 (x) = 


f'a(1) = -3 


tg« 12 = -3 => a 12 = are tg(-3) « 12 =108°26' 
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EJERCICIOS 


1) Recta tangente y recta normal al gráfico de cada una de las siguientes funcione 
en el punto de abscisa indicado: 


x 2 - 5x + 3 

a = 1 

g: x —> 3 - 7x 

a = 2 

lx 

> 

I 

C\J 

a = 9 

s: x —> x 3 - 3x 2 + 2 

a = -1 

x 3 -3x 2 -9x + 3 

a = 3 

0 1 

v: x —» 3x z + — 

a = -1 



X 


cos(2x)-cotg x + 3 

7T 

a = — 

2 

q: x -» e 3 *-sen(2x) + 1 

a = 0 


p: x —> e - 


a = 0 r: x—> ln(1+x 2 )-e‘ 2x +tg(7rx) a = 0 


r ln(x + e) = I 

2) Indicar para cada función los puntos del gráfico donde la tangente es horizontal: 


f: x —» x 2 - 3x + 2 


g: x —* x 3 - 6x + 5 


3) Indicar en qué puntos del gráfico la tangente tiene pendiente 9 para la funció 
f: x —» x 3 - 9x 2 + 36x. 

4) Indicar en qué puntos la tangente al gráfico de f forma con el eje positivo d 

x 4 5 

abscisas un ángulo de 45° si f: x —»-7x + 17. 

4 


5) Indicar si hay algún punto en el gráfico de f: x —* x 3 —-en el cual la recta tan* 
gente forma un ángulo de 60°. 

6) La tangente al gráfico de f: x —* x 3 + 4 en el punto (1 ;5) corta al gráfico en otro 
punto. Hallarlo. 


3X ^ . 5x2 + 17 ' ¿ En qué puntos la recta tangente forma un ánaulo 
do 135° con el eje positivo de abscisas? 9 

|) Sea f. x-— + y x 2 - 14x - 7. ¿En qué puntos la recta tangente tiene 
pendiente 2? 

I) Ver si en algún punto la recta tangente al gráfico de f: x — x 3 + x - 2 es naralela 
a la recta de ecuación y = 4 X + 5. s P arale| a 

f ^ a ^ ar ^a^cuación^de^a'^ecJa^^ang^nté ^gráfico*^de^f en ^el origen^ = ^ 

;s rrs; - -—■ 

" “gente vertical? P ”'° el pré,l “ * siguientes tenciones tiene 


V(x-1) 2 + 2 

g: x -» 2 — Vx + 2 

V 36 — x 2 

s: x —> v x 

1 - \/x + 1 

v: x -> \/x - 1 

1 + vx + 1 

P : x -» 2 - vx - 3 


de funciones: 


f,:x->-x 2 + 4x + 4 ; f 2 : x x 2 - 4 x 


M) Idem para f ■ x -» — - 1 • < ■ y 

1 x + 2 ' 2 


-í- + -i + -1 

16 4 2' 


Vil. Aplicación física de la derivada 


*Jp nS,derem ° S Una r6C,a r C ° n Un SÍStema de abscisas ^ origen O y un punto 

mTal instante t! ^ ^ r tal que 

mi-nto y sus valores dan el camino recorhdo en el SempoT ^ " ama ^ ^ m ° VÍ ' 
Por ejemplo, sea f: t — t 2 _ 3 t . 

>ara t-iü !!!! I V 6 ' PUn, ° Se encuentra en el origen. 

•ftur rv 2 ’ y 61 Punt0 se ha desplazado hacia la izquierda del 

•ti * - 3 es f(t) = 0, y el punto móvil se encuentra nuevamente en el origen, 

reCtilíne ° del Pünt ° P PUede re P resen tarse gráficamente de la 


221 





t=1,5C 


t=1 P t=0 


-2-1 O 1 


Obsérvese que, aunque 
el móvil se desplaza 
sobre una recta, si 
se quiere hacer el 
gráfico de la ley de 
movimiento correspon¬ 
diente se obtiene 
una parábola. 


Cuando el móvil pasa de la posición A a la posición B, la variación en la posición 
del punto es f(4) - f(3), correspondiente ®l intervalo de tiempo 4 - 3 = 1 =/= 0. 

El cociente entre ambos es la velocidad media en el intervalo [3,4], 

Interesa también conocer la velocidad del móvil en un instante determinado; por 
ejemplo, para t = 4. Para ello se pueden, considerar intervalos de tiempo cada vez 
más pequeños. 

Se define como velocidad instantánea en el instante t = 4 el límite de la veloci¬ 
dad media en intervalos que contienen al punto 4 en su interior. 

Es decir, 


v 4 = lím 4 


f(t) - f(4) 


En nuestro ejemplo, v 4 = lím 4 


3t - 4 


= lím 4 (t+1) = 5. 


La velocidad en cualquier instante t se obtiene, entonces, derivando la función f. 
Es decir, v(t) = f'(t) = 2t - 3. 

3 

La velocidad se anula si t = —. O sea, en el instante t = 1,5 el cuerpo esta en 

reposo. En el gráfico se observa que en ese instante cambia el sentido del moví: 
miento. 

La aceleración en un instante puede definirse, de manera similar, como la deriva¬ 
da segunda de f en el instante t considerado, o como la derivada de la velocidad en 
ese instante. 

Es decir, a(t) = f "(t) = v'(t). 

En nuestro ejemplo, a(t) = f"(t) = v'(t) = 2. 

Es decir, para todo t, la aceleración es constante. 


EJERCICIOS 

1) Para cada ley de movimiento, indicar en qué instante se anula la velocidad, cuán¬ 
do es negativa, cuándo es positiva, y representar el movimiento gráficamente 

sobre una recta; 

' 

s: t —»t 2 — 5t 0<t<7 


0<t<2 
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s: t —»t 2 — 5t 

f: t —> 1 + t - t 2 + 2t 3 

g; t —> t 3 - 4t 2 +3 


0<t<5 


h: t2t 2 - 6t + 1 


0<t<4 


í) Para las leyes del ejercicio anterior indicar en qué instante se anula la aceleración. 

.1) Indicar la aceleración para el instante en que se anula la velocidad del móvil que 
responde a esta ley de movimiento: ' 

s: t-> t + y t > 1. 


VIII. Diferencial de una función 


Al dar la definición de derivada de una función en un punto x, se indicaron dis¬ 
tintas notaciones que suelen utilizarse para designar a dicha derivada (pág. 195). 
Entre ellas, se indicaron las dos notaciones siguientes: 


f'(x) 


_&L 

dx 


La segunda expresión suele leerse “derivada de y respecto de x", y puede jus¬ 
tificarse si se define previamente diferencial de una función. 

Apliquemos la definición de derivada a la función f en el punto x, llamando h al 
Incremento de x. 


Es f'(x) = lím - 

h^O 


f(x+h) - f(x) 
h 


Una propiedad de límite finito, vista en la página 137, indica que la diferencia 
•nlro la función considerada y su límite es un infinitésimo en el punto donde se calcula 
•I limite. 

Es decir, f'(x) - ^= g(h), y g es un infinitésimo en cero. 

Si multiplicamos la expresión anterior por h * o, queda: 

f'(x) • h - [f(x-t-h) — f(x)]¡ = g(h) • h 

Es decir, las expresiones f'(x) • h y [f(x+h) - f(x)] son aproximadamente ¡gua¬ 
to» para valores muy pequeños de h. 

El número [f(x+h) - f(x)j es el incremento de la función correspondiente a un 
Inr.romento h para x. 

Los incrementos suelen designarse, en general, con el símbolo A. Así, es común 
Cteoignar Ax al número h o incremento de x. 

El incremento [f(x + h) - f(x)] puede designarse A f(x;h), que se lee "incremento 
lia I en x respecto de h ,0, más simplemente, Ay, aunque esta notación suele utili- 
#nrfio de manera imprecisa. 

La expresión f (x) ■ h se llama "diferencial de f en el punto x respecto de h" 
y mi designa df(x;h) o, más simplemente, dy. 

Veamos en un gráfico la interpretación geométrica de los dos números consi¬ 
derados: 


Ay = Af(x;h) = f(x+h) - f(x) 
dy = df(x;h) = f'(x) ■ h 
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f(x+h) 



g; designamos AB la 
ungitud del segmento 
AB, resulta, observan¬ 
do el gráfico: 

AB = tg a ■ h = f'(x) • h 
= df(x;h). 


Es decir, la longitud AB/;orresponde al diferencial de f en x respecto del incre¬ 
mento h. 

Por otra parte, la longitud BC corresponde al incremento Af(x;h). 

En un entorno de x, cuanto menor es el número h, más se aproximan las longi¬ 
tudes AB y BC. O sea, la resta AB - BC tiende a cero si h tiende a cero. 

Por lo tanto, si reemplazamos BC por AB, estamos reemplazando el gráfico de f, 
entre x y x + h, por la recta tangente en el punto [x;f(x)]. 

Es decir, se puede aproximar el valor f(x+h) conociendo el valor f(x) y el diferen¬ 
cial de f en x respecto de h. El error que se comete al reemplazar f(x + h) por 
f(x) + df (x;h) puede hacerse menor que cualquier c > 0 prefijado, si se toma h 
convenientemente pequeño. 

Trataremos ahora de formalizar las consideraciones anteriores dando la defini¬ 
ción de diferencial. Para ello debemos tener en cuenta que el diferencial de una fun¬ 
ción en un punto x depende del punto x considerado y del incremento h. O sea, el 
diferencial depende de dos variables: x y h. 

Si f es una función escalar, se puede definir entonces, a partir de ella, una fun¬ 
ción df que depende de dos variables. 

La función df se define de la siguiente manera: 

df: (x;h) —* f'(x) • h, para todo número x donde f es derivable y para cualquier 
número real h. 

La nueva función df se llama diferencial de f, y, como hemos dicho, es función de 
dos variables. Una función de dos variables se llama también función de vector o 
campo escalar. 

El valor df(x;h) es el “diferencial de f en el punto x respecto de h”. Nótese que h 
es un número real cualquiera, mientras que x es un punto interior al dominio de f 
donde existe derivada finita, es decir, x pertenece al dominio de f\ 

En especial, si f es la función idéntica, f: x —> x, 

Vx Vh: df(x;h) = f'(x) • h = 1 ■ h = h. . 

Es decir, el diferencial de la función idéntica, en cualquier punto y respecto de 
cualquier incremento h, es igual a dicho incremento. Esta propiedad suele indicarse:' 
dx = Ax = h. 

Por lo tanto, df(x;h) = f'(x) ■ h = f'(x) ■ dx, 
o bien, dy = f'( x ) • dx. 


Si dx t 0, es f’(x) = 

dx 


Es decir, la derivada en un punto x puede hallar- 
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como el cociente de los diferenciales indicados. Esta conclusión justifica, enton- 
dv 

I. la notación —— que se adopta a veces para designar a la derivada, 
dx 

De la expresión anterior dy = f’(x)-dx se pueden deducir fácilmente las re- 
||s para diferenciar funciones. 

Por ejemplo, y = sen x => dy = eos x • dx 

y = x 2 ■ eos x => dy = (2x eos x - x 2 sen x) dx = 

= 2x • dx • eos x + x 2 (-sen x) dx = 

= d(x 2 ) • eos x + x 2 ■ d(cos x). 

Como la derivada de una función sólo difiere del diferencial en el factor dx, todas 
I*» fórmulas para derivación son válidas para diferenciación. 

Asi, y = f + g => dy = df + dg; 

y = f - g => dy = df • g + f dg;etcétera 




Aplicación 

Si f:x-* x 2 -2x +1, hallar dy y Ay en el punto x = 3 para un incremento 
Ax = 0,1. Es decir, calcular df(3;0,1) y Af(3;0,1). 



Vx: f'(x) = 2x - 2. Luego, f'(3) = 4. 

Aplicando la definición, 

dy = df(3;0,1) = f'(3) - 0,1 = 4 0,1 = 0,40; 

Ay = Af(3;0,1) = f(3,1) - f(3) = 4,41 - 4 = 0,41. 

Por lo tanto, Ay - dy = 0,41 - 0,40 = 0,01. 

Es decir, si se reemplaza f(3,1) por f(3) + df(3;0,1), el error que se comete es 
iln 0,01. 

El cálculo de diferenciales presenta distintas aplicaciones. Una de ellas propor- 
i lona otro método para calcular ¡a derivada de una función definida implícitamente, 
diferenciando la expresión correspondiente. 
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Sea, por ejemplo, la expresión siguiente: 

2 x 3 + xy - y 3 x - 1 = 0, 
ya considerada en la página 211. 

Podemos diferenciar la expresión anterior teniendo en cuenta la definición d 
diferencial respecto de un incremento dx. El diferencial del primer miembro es nul< 
pues dicho miembro representa una función constante. 

Resulta: 

6x 2 dx + x dy + y dx - 3y 2 x dy - y 3 dx = 0. 


dx(6x 2 + y - y 3 ) = dy (3y 2 x-x). 


Finalmente, 


dy _ 6x 2 ■+ y - y 3 

dx ~ 3y 2 x - x ’ 

que coincide con la derivada ya obtenida por otro método. 

También pueden utilizarse los diferenciales para derivar funciones presentad 
en forma paramétrica. 

Ya hemos visto que una curva plana puede definirse por dos ecuaciones para* 
mélricas: x = g(t) a y = f(t) x (pág. 96). . _ j 

Al igual que lo que sucede con las funciones dadas en forma implícita, las ecua» 
dones paramétricas pueden definir una o más funciones escalares con y = h(x)J 
Enese caso, si f y g son derivables, puede hallarse la derivada de h. 

Para ello, como g y f son derivables, también son diferenciables, y result 
dy = f’(t) dt a dx = g'(t)dt. 

Por lo tanto, si g'(t) * 0, es: 


dy f (t) . dy 

T~ = ., , siendo -f- 

dx g'(t) dx 


= y' = h'(x). 


Suele indicarse y' = donde y' indica derivada respecto de x, mientras qu| 

y y xindican derivadas respecto del parámetro t. O sea, y = f'(t) A x = g'(t). 

Puede hallarse, entonces, la recta tangente a la curva en un punto (x 0 ;y 0 ) de l| 


Su ecuación es ■ 


-r 9 -, que puede anotarse, utilizando la notación d< 

Xn 


determinante, de la siguiente manera: 


x ~ x o V-Yo _ 


Por ejemplo, si x = 3t 2 - 


Vo ] , 

a y = t 3 + 2, 


resulta x = 6t +~p- a y = 3t 2 . 


dy _ _3tf 


—, o sea, y' = - 

1 6t 3 + 1 
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Si quiere hallarse la ecuación de la recta tangente en el punto correspondiente 
a t = 1, obtenemos: 

x - 2 y - 3 

= 0. 

7 3 

Por lo tanto, la recta tangente a la curva en el punto (2:3) tiene ecuación 

y = 7 X + J T- 

También puede hallarse la derivada segunda de h con y = h(x). Para ello, 


llondo y'= es _JL/_£ÜL\ 

9'(t) dx \ g'(t) / 

Recurriendo a la regla de la cadena, resulta: 


d 1 

' -f'«) \ 

i - d l 

f f'(t) > 


dx ' 

< g'(t) ) 

dt ’ 

^ g'(t) ; 

' dx 


y „ . * 


Obtenemos entonces y” = — ^ —IÜlS íll 

[g'(t)] 3 


Suele indicarse y" = ■ x / - y x o bien y” = — -. y 1 

(x) 3 (x) 3 

2 

En nuestro ejemplo es x =6- - A y = 6t. 

16t + ~ 3t 2 1 


I 6 « 

'TTH 5 ' 


36t 2 + — - 18t 2 + — 

(* 7 )' 1 


18t 2 + 

( 6i + 7) s 


18t 8 + 12t s 
(6t 3 + I) 3 


()tro ejemplo 

Hallar las derivadas primera y segunda y d \ si 

dx dx 2 

* t 2 + sent a y = 2t 3 - eos t. 
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Para aplicar las formulas obtenidas calculamos: 

2t + eos t x = 2 - sen t y = 6t 2 + sen t 

, y , 6t 2 + sen t 

y = — => y =- 

x 2t + eos t 


y = l2t + cos t 


yx - yx ,, (l2t+cost)(2t + co: 

(x) 3 " Y “ (2' 

12t 2 - 14t eos t - 2 sen t -+ 6t 2 sen t + 1 
(2t + eos t) 3 


(12t + cos t)(2t + cos t)-(2-sen t)(6t 2 = sen t) 
(2t+cos t) 3 


También una función escalar, o varias, pueden definirse mediante una ecuación 
polar (pág.100). En eseje^oya vimos,que,puede considerarse al argumento t como 
parámetro. 

O sea, r = f(t) con x = f(t) eos t a y = f(t) sen t. 

Diferenciando, si existen las derivadas, resulta: 

dy _ f'(t) sen t - f(t) eos t 

dx f'(t) eos t - f(t) sen t 

Utilizando la notación ya vista para las derivadas respecto del parámetro t, obte¬ 
nemos: 

dy _ r sen t + r eos t 

dx r eos t - r sen t 

Como ya sabemos, indica la pendiente de la recta tangente. En este caso, 
dx 

la recta es tangente a la curva en el punto P de coordenadas polares r y t. 



Si dividimos numerador y denominador por r eos t, queda: 


tg« = 


1 - — tg t 
r 


Por ejemplo, si la ecuación polar de una curva es r = 2 + eos t, buscamos lá 
pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera de la curva, dado por sus coor¬ 
denadas polares. 
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Para ello, r = 2 + eos t 


r = - sen t 


tg a = 


tg t + —g— + cos 1 
_ - sen t 

1 2 + cos t . 

i — tg t 

- sen t 


tg a = s en t tg t - 2 - cos t 


2 sen t + 2 tg t 

Si queremos hallar la pendiente .de la recta tangente en el punto corresoondiente 
« t = T , vemos que es r= 2+ -^_. Además, es sen t = cos t = _^L v 
igt= i, 2 

V2 _ 2 _ V2~ 

Por lo tanto, tg a = - 2 _ _ 2. _ 2 _ — 

V2 + 2 2 + V2'~ V2 “ 2 ' 


V 2 + 2 


f ¿ZSSSZSr' emar 91 án9Ul ° 0 «* , " n ’ a 18 — ,an 9 en, e e„ 
Para ello, observamos que es ¡3 = a - t 
Luego, 

d _ tg a - tq t 

9í ~7T,g„|gT S ' «“'9 1 * 


Como tg a = 


tg t H—r- 


1 - — tg t 


resulta: 


tg t h í tg t -i——- tg 2 1 
_[_r_ 

1 - — tg t + tg 2 t + — tg t 

r r 


-f (1 +tg 2 t) 

‘9/8 = - 1 - y- 

1 + tg 2 t 

Finalmente, obtenemos tg ¡3 = — 


Aplicación 

I tallar el ángulo [3 en el punto correspondiente a t = 0 si la ecuación polar de la 
Itirvn es r = 3 (1 - 3 sen t). 


r = 3(1 - 3 sen t) 


r = - 9 cos t 


o _ 3(1 - 3sen t) 

,9 ^ ^^cosT^ =» ‘9/8 = 


3 sen t - i 
3 cos t 


\ 
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t = o 


Obsérvese que el ángulo que forman entre sí dos curvas que se cortan puede 
obtenerse como diferencia de los ángulos que forman las respectivas tangentes con 
el radio vector del punto de intersección. 

Para ello, vemos que a 12 = 0 2 ~ Pi¬ 



ta 3 2 - tg 0-, r, r, 

Lue90 ' ,g “- " i Tqft • s¡end ° ls ' 5 '- — — 

Ejemplo 

Hallar el ángulo que forman las curvas C, y C 2 , cuyas respectivas ecuaciones 
polares son:r = eos t, r = 1 - cost, en el punto de intersección de coordenadas 


polares (l : i)- 


Para C,, r = cost 
J 2' 

En el punto de intersección: 


r = - sent t. 


Para C 2 , r = 1 - cost => r=sent. 


r i = r 2 = T • r i = - 


V3 


r, = 


VT 


2 2 ’ 1 “ 2 ’ 2 2 


Por lo tanto, tg y3, = - 


VT 


A tg 0 2 - 


vT 


2 V3 


Luego, tg= 


1 


— => tga 12 = V3 => a 12 = ~ 


EJERCICIOS 

1) Calcular Ay y dy para: 

a) y = Vx” en x = 4 respecto de Ax = 1(T 4 . 

230 


b) y - x 2 x en x = 2 respecto de Ax = 10 2 . 

c) y = x 2 - 3 en x = 4 respecto de Ax = io~ 2 . 

?) Calcular el error que se comete si se reemplaza f(5,02) por f(5) + df(5 0 02) 
para f: x — x 3 - 3x. ' ' ' 

3) Calcular las derivadas del ejercicio 7 (pág. 213) diferenciando las expresiones 
uadas. 

4) Hallar derivadas primera y segunda de cada una de las siguientes funciones 
dadas por ecuaciones paramétricas: 


C) X = t - -1 y = t + J_ 


6) Ecuaciones de las rectas tangente y normal a cada una de las siguientes curvas 
en el punto correspondiente al valor indicado para el parámetro: 


y = 4 sen t t = — 
4' 


b) x = 


t - 1 


dx 


t = 2. 

3 para una función dada por las ecuaciones 


t - 1 J 

0 ) Hallar la expresión de y' 
pummétricas x = g(t) a y = f(t). 

7) Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva de ecuación polar r = eos t 

para t = —. 

3 

I) Idem para r = 1 + eos t en un punto cualquiera de la curva. 

I) Hallar el ángulo que forma la recta tangente con el radio vector si la ecuación 
polar de la curva es r = 2 + sent para t = 0. 

MO) Hallar el ángulo que forman la curva C„ de ecuación polar r = 3(1-sen t) y la 
curva C 2 , de ecuación polar r = 1 + sen t, en el punto correspondiente a 


11) Idem para C,: r = 4(1 -sent) y C 2 : r = 4sen t para 1 = 1- 

6 


y para 


t = 


III) Siendo la ecuación polar de Q,: r = eos t y la de C 2 : r = sen t, a)hallar los 
os de m 1 ef seccion, b) el ángulo que forman las curvas en esos puntos. 
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IX. Tabla de derivadas usuales 
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are sen x 


are eos x. 

are tg x. 

are cotg x. 

are sec x. 

are cosec x. 

sh x. 

ch x. 

th x. 

coth x. 

Bech x. 

cosech x . 

nrg sh x. 

nrg ch x. 

nrg th x. 

nrg coth x. 

mg sech x. 

nrg cosech x. 






































RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPÍTULO 6 
Sección I 


1) f'(3) = 6 h'(0) = 1 g’(2) = ~ ~r ( 4 > = T s ' (3) " 


1 w--k 


f \ 4 ) = - 


n'(1) = 4 p'(-2) = - 


2) f'(3-) = 1 f'(3“) = — 1 g\5 t )=-1 g'(5')-1 

3) f'(0) y g'(0) no existen h'(0; = 0 

4) no Bf' en -4 ni en 2 

5) no Bf' en -1 ni en 2 

Sección II 

1) f”: x—> 6x g”: x-* —4r 2) f (n) (x) = eos (x + n 

Sección III 

1 ) en-1,2 y -2 

2) en-4 (en 0 f no es continua) 

3) Ejemplo: f(x) = |x+5| + |x-1| + 7 en -5 y en 1 


Sección IV 


(x+2) 2 (x—7) 


D f’(x) = 


(3x-1) 2 


h'(x) = 7 + 12x 


r'(x) = 3x ( 2+x2 ) . S -( X ) = -24x 3 -24x 2 + 4x -8 


t'W = 


34x 2 + 2x 4 - 20 


(x 2 +5) 2 


2) f'(x) = -12x - 7 f”(x) = - 12 


g'W = 


h’(x) = 


g”(x) = 


(2x 2 +3) 2 


(x 2 + 1) Vx 2 + 1 

12(2x a -1) 

(2x 2 +3) 3 
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l'(x) = (10x + 3)cos(5x 2 + 3x) g'(x) = 


\'x eos (v x) 


h'(x) = - 12x 3 sen(3x 4 -In5) 


r'(x) = 5 [sen x + eos (3x)] 4 ■ [eos x - 3 sen (3x)] 
,. í¥ v 3(x—3) 2 (6 x-x 2 + 1) 

(x 2 + 1) 4 


t'(x) = 6 tg(3x) • sec 2 (3x) 


4 ) l'(x) = 


X 3 \/l + X 2 


g'(x) = 


h'(x) = 


(2x)* 2/3 si x>0 


si x<0 


- 2 eos x 


Sección V 

1) 1) 5x 4 + 9x 2 - cosx 

3) -4- + 24 sen 6x 

cos3x 


2) - 6 sen 6 x + -- 

x 2V7 


4) cotg x + cos(ln x) — 
x 


5) 7x 6 + 9x 2 - 10x 4 - 6 


6) (6xVx + 12V* - 7x 2 - 15x) 


7) - — x 3 - 4x + -H- x 15 
3 5 

oí (x 2 + 3x) 3 (13x + 24-5x 2 ) 


18 3 

138 5 0 . 15 ~2 

x 8) —— x 2 - 3 


2 Vx x 2 


(x-4) \/x 
4 ln 3 (In x) 


x 4 + 1 


Vx(l+Vx) 2 

12) x x (x ln x + x + 1) 


'are sen 5x 2 Vi - 25 x 4 


[1+ln 2 (x 3 )] x 


18) e’ s ' 


cos 2 (x 3 ) 
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19 ) - cosec x 

21) 2xsec 2 (x 2 +1) In x 2 + — tg(x 2 +1) 


23) 


3x 


_ 3x 3 (1 + 9x 2 )~ 

arctg3x (arctg3x) 2 


nn\ 1 . 1 + X 1+1 

20 ) -r-tg-sec-J 

X 2 x X 

9?1 are tg x are sen x 
\/l - x 2 1 + x 2 

_ 2 X g eos x 2 


25) 2 V9 - x 2 
27) _1 

29; 


|x| Vx^T 
5(4tg 3 5x-1) 


24J 

26; 

2s; 


Vi - x 4 

- 6x - x 2 - 1 
(x 2 +x+2) (2x 2 +x+1) 

- 2 


1 


eos 5x 

31) sh2x + 3th 2 xsech 2 x 

e cos(3x) -3 sen x cos(5x) _ 5 

L sen(5x) sen 2 (5x) 

31) 2 lqx |~ ln2arct 9( 2x ) | 2 1 

L eos 2 x 1 + 4x 2 J 


30) + e x sen x 2 + 2x e x eos *■ 


32) 2 sh (x-3) - 2 coth x cose 


■] 


35) 

37) 

39) 

41) 


.In v 


x (lnx + 2lnVx) 


2x 


36) j cotg x - 2x e xí * 1 


1 


2 Vch x - sh x 
1 


V9 + x 2 


2\/6x Vi + v 6x 


38) 


40) 


42) 


1 


«**(?) 

- 2 sen 3 x 


vT+ 


sen 2 x 


1 - x 4 


43) are tg x (1 + x 2 ) 


-T 


441 IV-T 


+ X 


3) a) (fgh)' = (fg)'h + (fg)h' = (f'g+fg')h + fgh' = f’gh + fg'h + fgh' 
b) y' = cos(sen x) cos 3 x(x sen x + eos x) + 

+ x sen(sen x) cos 3 x - sen(sen x) (x sen x + eos x) sen 2x 

4) Recordamos la siguiente propiedad: log b x = log b e ■ log e x 


a) 


log e 


b) 


log 3 e 


5) f'(1) = 


h'(9) = 


f 'd°) = 4- 

4 


| no existen 
* 3(y-2x 2 ) 


1 

- 3x 

1 

+ 2y 3 VjT 

(4' 

-3y 2 x)2 W 

1 

- 3x 2 

1 

- 3 y 2 • 

1 

+ y 2 


b) 

d) 

f) 

h) 


2x - y 
x - 3y 2 

y 5 + y 2 x 2 + 3yx 4 
x 5 + 3y 4 x 
2 - 15 yx 4 + 4xy 3 + 
3x 5 - 6y 2 x 2 - x 
- sen (x+y) 

1 + sen (x+y) 


¡) ~ 


pelón VI 

1) I) t: y = - 3x + 2 

g) t: y = - 7x + 3 


h) t:y = - — + — 
1 6 2 


s) t: y = 9x + 7 

() t: y = - 24 
v) t: y = - 7x - 5 


m) t: y = x - — + 2 
2 


q) t: y = x + 2 

, . e + 1 
P) t: y = -x 


X 4 

n: y = — - — 
3 3 


n: y = 


79 

7 


n: y = 6x - 55 


n:y = - 

n: x = 3 

x 15 
* 7 7 

n 

n: y = - x + — 
2 

n: y = - x + 2 

n:y = 


19 

9 


+ 2 


e 


r) t: y = ( 2 + tt ) x - 1 

21 " (f ; -1) 


n:y 


e + 1 
- 1 


1 


'2 + tt 

g) (VT; 5 - 4V2) (-V2; 5 + 4\/"2) 


h) no existen s) no existen 

3) (3;54) 4) (2;7) 5) no existe 6) (-2;-4) 


/i. 

4117 \ 

/ ¡i 85 \ 


(9’ 

243 / 

8) 

V ( 
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2 


9 ) (_i; — 4) y (1;0) 10 ) y = x 11) (e‘ 2 ;-2e" 2 ) y = x - 3e 

12 ) f) ( 1 ; 2 ) g) (— 2 ; 2 ) h) ( 6 ; 0 ), (- 6 ; 0 ) s) ( 0 ; 0 ) t) <- 1 ; 1 ) 

v) (1;0) w) (—1 ;1) P) (32) 

Q 

13) en{0;4) y en(4;4) a 12 = arctg 

14) en ( 0 ;i) « 12 = 0 y en (- 6 ;-|) a 12 = arctg(=!§-) 


Sección Vil 

1 ) s) v = 0 si t = 2,5 ; v < 0 si 0 < t < 2,5 y v > 0 si t > 2,5 


t=5 



-6,25 0 


f) Vt: v > 0 



g) v = 0 si t 


0 ó t = —; v < 0 si 0 
3 


v > 0 si t > 



h) v = 0 si t = 1 , 5 ; v < 0 si 0 < t < 1,5 y v > 0 si t > 1,5 


t=1.5<__ t =0 

-3,5 0 1 

2) s) Vt: a = 2 f) a = 0 si t = 4 g) a = 0 si t = 4 

O o 

h) Vt: a = 4 

3) v = 0 a = | si t = 3 

O 
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w|a 


() u) dy = 0,0000250 b) dy = 0,0300 c) dy = 0,0800 
Ay = 0,0000249 Ay = 0,0301 Ay = 0,0801 

|) 1(5,02) = 111,446008 f(5) + df(5;0,02) = 110 + 1,44 = 111,44 


€ = 0,006008 < 0,01 


4) n) y'--g-t 

b) y' = 2 e’ 

t 2 - 1 

c y = —5- 

t 2 + 1 


y" = - 


y” = 2 


/1 

V ~ (t 2 + 1) 3 


7 . nr 


I) a) t(x) = - 4 x +—4 \J~2. n(x) =_ - x + - V 2 


b) t(x) = _ ^ x + ■§■ 


n(x) = 9 x 


(x ) 2 y - x y x - 3 x x y + 3(x ) 2 y 

81 ■-S7- 


7) tg« = 


10 ) «, 2 = -r 


8 ) tg a = 


-eos t -eos 2 t 
sen t + sen 2 t 


9) P = are tg 2 


11 ) « 12 = 4 ^( 2 ; 4 ) y « 12 = ^j-en(2,5f) 


1?) a) se intersectan en el origen y para t = (Nótese que el origen tiene para C, 

Coordenadas polares ^0; y P ara ^2 (^,0>.) 

b) en los dos puntos de intersección las curvas son ortogonales. 
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7. MAXIMOS Y MINIMOS 


En muchas situaciones interesa conocer en qué puntos del dominio una funciór 
alcanza un valor máximo o mínimo o en qué intervalos la función es creciente o de 1 
creciente. 

En economía, por ejemplo, las funciones correspondientes a una demanda ñor* 
mal son decrecientes y las de oferta normal son crecientes. 

Otro problema corriente es el del fabricante que desea conocer las dimensional 
del envase de un producto para que el gasto de material sea mínimo, o cuál camino! 
debe elegir para que el rendimiento del transporte sea máximo. 

Si bien en la vida cotidiana esos problemas responden a diversos factores de IhJ 
fluencia y la solución matemática corresponde a funciones de vector o de va*; 
rias variables, la introducción al tema debe darse como aplicación del cálculo 
diferencial para funciones escalares. 

Ya se han visto en capítulos anteriores las definiciones de funciones monótona*! 
y de máximos y mínimos absolutos y locales. Se verá ahora de qué manera el cálculo! 
de la derivada permite localizar los intervalos en que una función es monótona y 
aquellos puntos del dominio en los cuales el gráfico de la función presenta alguna*! 
características especiales. 


I. Signo de la derivada primera 

Teorema 1 

Si el punto a es interior al dominio de la función f y f tiene derivada finita y positiva 
en- a, entonces existe un entorno reducido del punto a en el cual se verifica: 

Vx: [(x >a=> f(x) > f(a)) a (x < a => f(x) < f(a))]. 

Demostración 


Por hipótesis, f'(a) = lím. 


f(x) - f(a) 


Por una propiedad de límite finito (pág 134), existe un entorno reducido del pun¬ 
to a donde Vx: —-—tiene el mismo signo que su límite. 
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Es decir, 3E'(a) / Vx e E'(a) 


. f(x) - f(a) 


1 




I 


Para que el cociente indicado sea positivo en el entorno considerado, es necesa- 
y suficiente que el numerador y el denominador tengan el mismo signo. 

Es decir, si el denominador x - a es un número positivo, entonces el numerador 
) f(a) es también un número positivo. 

O sea, x- a > 0 f(x) — f(a) > 0 (1). 

r La otra posibilidad es que denominador y numerador sean ambos negativos, 
i O sea, x - a < 0 => f(x) - f(a) < 0 (2). 

Luego, de (1) y (2). resulta: 

Vx: [(x > a => f(x))> f(a) a (x < a f(x) < f(a))], 

il* es la tesis. 

Obsérvese que en este caso, coando la derivada f' (a) es positiva, f(a) no puede 
N*r máximo ni mínimo local. 

En efecto, f(a) no es máximo, pues se ha visto que para x > a resulta f(x) > f(a), 
Cual contradice la definición de máximo para f(a). 

Análogamente, f(a) no es mínimo, pues para x < a resulta f(x) < f(a), que contra¬ 
di la definición de mínimo para f(a). 




Teorema 2 


Si el punto a es interior ai dominio de la función f y f tiene derivada finita y nega¬ 
tiva on a, entonces existe un entorno reducido del punto a en el cual se verifica:' 
Vx: [(x > a => f(x) < f(a)) a (x < a => f(x) > f(a))]. 

La demostración es análoga a la del teorema anterior. 

Mofa. La propiedad demostrada en el teorema 1 suele indicarse diciendo que si una 
(unción f tiene derivada positiva en un punto, entonces f es estrictamente creciente 
$n dicho punto. 

Para ello se define previamente crecimiento estricto en un punto de la siguiente 
juanera: 

f estrictamente creciente en el punto a <=> 3E(a) / [(x > a a xe E(a) => 

=> f(x) > f(a)y a (x < a a x e E(a) => f(x) < f(a))]. 

Es decir, el crecimiento en un punto asegura la existencia de un entorno donde el 
Incremento de x y el incremento de y tienen el mismo signo. 

Análogamente, el teorema 2 puede enunciarse: si una función f tiene derivada 
negativa en un punto, entonces f es estrictamente decreciente en dicho punto. Es 
decir, existe un entorno del punto donde el incremento de x y el incremento de y tie¬ 
nen signos opuestos. 


II. Extremos de una función 

Se llaman valores extremos de una función los máximos y mínimos locales o ab¬ 
luimos de ¡a misma. 

Para encontrar los extremos locales de una función se puede recurrir a su defini- 
i inn, investigando los valores que alcanza la función en distintas partes del dominio. 
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En algunos casos puede resultar sencillo utilizar ese método, como sucede 

ejemplo siguiente: 

„ , 1 
Sea f: x —* — 2 - — 
x 2 + 4 


y 


i 


y x 2 + 4 

4 

—-—-~ 0 

r i 2 x 


Para x = 0 es f{0) = ^ y vx *0 es í(x) < -J- 

Luego f(0) = - es un máximo local de f, que, en este caso.es también mál 
absoluto de f en R. 

Obsérvese que en este ejemplo f(0) = -J- es máximo absoluto en cualquier 

C ° njU ^ 

C ° m En el ejemplo anterior puede observarse que la derivada de laíuncion t se a 
en el origen, pues: 

Vx:f(x)= (x r + 2 4 F Y f ’(°) = 0 - 

Esta circunstancia parece sugerir la idea de que la función alcanza valores I 
mos en aquellos puntos donde el gráfico admite tangente horizontal. 

Esta idea no es correcta, pues una función puede alcanzar máximo o mi 
local en puntos donde no hay tangente, es decir, en puntos donde 4a función 
derivable, como sucede en la función f: x -* -fr-lt 



f(1) es máximo local y absoluto de 1 y no existe f (i). 

Consideremos también la función f: x —»(x - 3) 2/ + 1 • 
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1 2 3 


x 


un mínimo local y en el punto [3: f(3)] el gráfico tiene tangente vertical (semi- 
o). 

r lo tanto, en este caso, al igual que en el anterior, la función alcanza un extre- 
nl en un punto del dominio donde no tiene derivada finita. 

#mbién puede suceder que el gráfico tenga tangente horizontal en un punto del 
y que el valor correspondiente de la función no sea ni máximo ni mínimo local, 
lucede en la función f: x -> x 3 + 1. 



- 3x 2 => f' (0) = 0. 

En el punto (0;1) el gráfico tiene tangente.borizontal y no hay extremo. 

Por lo tanto, la condición de tener derivada nula en un punto no asegura la exis¬ 
to de extremo para una función. Pero si una fünción derivable tiene un extremo 
Un punto interior a su dominio, entonces dicha derivada es nula. 

Es decir, la anulación de la derivada primera es condición necesaria para la exis¬ 
tir de máximo o mínimo local si la función es derivable y el punto correspondiente 
Interior al dominio de la misma. 

Probaremos esta condición en el siguiente teorema. 


tforoma 

Si f tiene derivada finita en el punto c y alcanza un máximo o mínimo local en el 
punto c, interior al dominio de f, entonces f’(c) = 0. 

o sea. c interior D, a 3f’(c) a f(c) máximo local => f(c) = 0. 
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Demostración 


Como por hipótesis existe el número real f'(c), caben tres posibilidades: 
f’(c) > 0 v f’(c) < 0 y f*(c) = 0. 

1) Si í'(c) > 0, por el teorema 1 (pág. 240)existe un semientorno a derec 
donde Vx: f(x) > f(c). Esto implica que f(c) no es máximo local. Absurdo. 

2) Si f'(c) < 0, por el teorema 2 (pág. 241)existe un semientorno a izquler 
donde Vx: f(x) > f(c). Esto implica que f(c) no es máximo local. Absurdo. 

Luego, f'(c) = 0. 


I 


Ejemplo 

Sea f: x —> (x - 3) 2 + 1. 

La curva correspondiente es una parábola con la concavidad dirigida hacia 
y cuyo vértice es el punto (3; 1). 


f(3) = 1 t- 



y = (x - 3) 2 + 1 


f(3) = 1 es un mínimo local de la función. 

De acuerdo con el teorema, como f es derivable, f' (3) debe ser nula. 

En efecto, Vx e R: f'(x) = 2(x-3) y f’(3) = 0. 

En este ejemplo, f(3) es también el mínimo absoluto de f. 

Como se había visto en el último ejemplo anterior (pág. 243), el recípro 
teorema no es válido, pues la existencia de tangente horizontal no implica la exl 
cía de un extremo. 

Por lo tanto, como el problema de localizar extremos es de singular importa 
deben buscarse criterios que permitan asegurar la existencia de los mismos. 

Estos criterios, aplicados a funciones derivables en puntos interiores a su 
nio, completan la información dada por la condición necesaria demostrada. 

También tiene importancia ubicar los extremos locales cuando éstos apar 
en puntos donde la función no es derivable. 

Finalmente, debe dedicarse especial atención a aquellos valores que son i 
mos o mínimos absolutos pero no son simultáneamente máximos o mínimos loca 

En este capítulo estableceremos varias condiciones que aseguran la existef 
de extremos locales. Para poder demostrarlas, probaremos previamente algunas) 
piedades de las funciones derivables. 
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(1) 1 (2) 

La figura (1) corresponde al caso particular en que la función alcanza valores 
||«h on los extremos del intervalo. La figura (2) corresponde al caso general. 

La propiedad ilustrada en la primera figura se demuestra en el teorema de Rolle, 
propiedad general se prueba mediante el teorema del valor medio. 

En ambos teoremas exigiremos que la función sea derivable en el intervalo abier- 
IContinua en los extremos, es decir, no es necesario exigir que la función tenga de- 
a finita (lateral) enios.extremps.de! intervalo. Por razones de simplicidad puede 
Arse una hipótesis más fuerte que la anterior, exigiendo que la función sea deri- 
9 en el intervalo cerrado. 


ma de Rolle* 




Si f es una función continua en el intervalo [a; b], tiene derivada finita en (a; b) y 
i) - f(b), entonces existe un punto c en el intervalo abierto (a; b) donde f'(c) = 0. 


mostración 


Al ser f continua en el intervalo cerrado [a; b], por el segundo teorema de 
W»lnrstrass (pág. 182), alcanza en dicho intervalo un máximo y un mínimo absolutos. 
Sea m el mínimo absoluto y M el máximo absoluto de f en [a; b]. 

Si m = M, entonces f es constante en [a; b]. Por un teorema anterior (pág. 199), 
lt derivada de una constante es cero. 

Luego, Vx e [a; b]: f’(x) = 0, y la tesis se verifica para cualquier punto c interior 
•I Intervalo. 

Si m t M, entonces uno de los dos valores es distinto de t(a). 


1 Miguel Rolle (1652-1719), matemático francés a quien la teoría de ecuaciones debe impor- 
Imiins contribuciones. 
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n #Gta situación ambos extremos absolutos son también locales. Luego, es 
0 y f’(c’) = 0. ■ 

Loe casos 1, 2 y 3 pueden sintetizarse en uno solo de la siguiente manera: 
í M, entonces uno de ellos, por lo menos, es distinto de f(a) = f(b). Por lo tanto, 
Va dicho extremo absoluto en un punto c, interior al intervalo, y f(c) es, al mismo 
extremo absoluto y local. Por un teorema anterior (pág. 243), f'(c) = 0. 



f(0) = 0 y f(3) = 0 

(N) - 3x 2 - 6x 
(n> • 3x(x - 2) 

Resulta: f’(2) = 0. Luego, en c = 2 es f’(c) = 0 y además c e (0;3). 

La derivada también se anula en c’ = 0, pero c’ no es Interior al inten/alo Con¬ 
rado. 

rama del valor medio del cálculo diferencial 


SI I es una función continua en el intervalo [a: b] y tiene derivada finita en (a; b), 
onces existe un punto c e (a; b) tal que: 

f ' (c) = 

b - a 














Demostración 


Consideremos la recta r, determinada por tos puntos [a; f(a)] y [b; f(b)]. Llame¬ 
mos también r a la función representada por la recta r. 

La ecuación de r es: 


O sea, VxeR: r(x) 


f(b) - f(a) = r(x) - f(a) 
b - a x - a 

_ f(b) - f(a) „ f(b) - f(a) 


a + f(a). 


Si k = - a + f(a), entonces la función lineal correspondiente es: 

b ~ a r:x ^m^M x + k . 

Luego, Vx: r'(x) = f(b ^ _ f ^ a) . 

Determinemos una función auxiliar h = f - r. 

La función h es derivable en (a; o) por ser la resta de dos funciones derivables, 
y h'(x) = f'(x) - r'(x). 

Por razones análogas, h es continua en [a; b] y, además, 

h(a) = f(a) - r(a) = 0 y h(b) = f(b) - r(b) = 0. 

Por lo tanto, la función h cumple las condiciones exigidas por la hipótesis del teo¬ 
rema de Rolle, y entonces 3c e (a; b) / h'(c) = 0. 


Pero h'(c) = f'(c) - r'(c) = f’(c) - f(b | ¡ * (a) - = 0, 

D "3 

Luego, 3c e (a; b) / f'(c) = 

D 3 


Gráficamente--puede observarse que la recta que une Ios-puntos [a^ííaj] y 
[b; f(b)] es paralela a la recta tangente a la curva en [c; f(c)]. En efecto, según el teo¬ 
rema demostrado, ambas tienen igual pendiente. 


Ejemplo 

Hallar un punto c, correspondiente al teorema del valor medio, para f: x —» 2x 2 - 
-3x + 4 en el intervalo [a; b] = [0; 2], 
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IW_Ja) , 1(2) - 1(0) ( , (c) = 4c _3 

b- a 2-0 

Luego, por el teorema indicado, 3c e ( 0 ; 2 ) /-!í£Ll_íí2L = 4 C - 3 . 

Si reemplazamos valores y efectuamos operaciones: 

0 - 4 

2 — = 4c - 3 => 4c — 3 = 1 => c = 1. 

Por lo tanto, la tangente al gráfico en el punto (1; 3) es paralela a la recta que pa¬ 
rta por los puntos (0; 4) y (2; 6 ). 

Consecuencias del teorema del valor medio 

1. Si f es una función derivable en un intervalo I, y en todos tos puntos del intervalo la 
derivada de f es nula, entonces f es constante en I. 


Demostración 


Consideremos un intervalo cualquiera [x,; x 2 ] c I. 

La función f satisface la hipótesis del teorema del valor medio en [x,; x 2 ]. 

Luego, 3c e (x, ;x 2 )/f'(c> ~ 

x 2 - x, 

Como f' (c) = 0 , resulta = 0. 

x 2 - x, 


_ f(x 2 ) - f(x.) 

Pero 21 _ J = 0 ^ f(x,) = f(x 2 ). 
x 2 x, 

Como x, y x 2 son dos puntos cualesquiera del intervalo I, Vx e I: f(x) = f(x,) = 
1(^2) — k. 

Por lo tanto, se ha probado 


Vx e I: (f'(x) = 0=> 3keR/f(x) = k). 

2. Si dos funciones tienen la misma derivada en cada punto de un intervalo I, enton¬ 
ces dichas funciones difieren en una constante. 

Es decir, si f y g son derivables en un intervalo I, y Vx e l:f’(x) = g’(x), entonces 
3k e R / Vx e I: f(x) - g(x) = k. 


Demostración 

Vx e I: f'(x) - g'(x) = (f-g)'(x) = 0. 

Por la consecuencia anterior, 

3k e R / Vx e I: (f - g) (x) = k. 

O sea, Vx e I: f(x) - g(x) = k. 

Estas dos propiedades, demostradas como aplicación del teorema del valor me¬ 
dio, son de importancia fundamental en el cálculo integral. 
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Teorema generalizado dei valor medio (teorema de Cauchy)’ 

Si í y g son funciones continuas en el intervalo cerrado [a; b], tienen derivada 
finita en el intervalo abierto (a; b) y Vx e (a; b): g’(x) * 0, entonces 3ce(a'b) / 

f(b) - f(a) = f'(c) 

9(b) - g(a) g'(c) ' 

Obsérvese que en la hipótesis no es necesario exigir g(b) - g(a) í o, aunque 
esta expresión aparece en la tesis como un denominador. Si fuera g(b) = q(a) el 
teorema de Rolle indica que en aigún punto interior al intervalo se anula la derivada 
y esto contradice una de las condiciones de la hipótesis. 


Demostración 

Consideremos la función auxiliar 

P: x — t f (b) - f(a)] g(x) - [g(b) - g(a)] f(x). 

EEsta función es derivable en (a; b), pues es la resta de dos funciones derivables 
multiplicadas cada una por una constante. También es continua en [a- bl por el mis¬ 
mo razonamiento. J H 

Además, es p(a) = p(b), pues: 

P(a) = f(b)g(a) - f(a)g(a) - g(b)f(a) + g(a)f(a) = f(b)g(a) - g(b)f(a), 

y p(b) = f(b)g(b) - f(a)g(b) - g(b)f(b) + g(a)f(b) = g(a)f(b) - f(a)g(b). 

Luego, la función p satisface las condiciones exigidas por el teorema de Rolle 
Por lo tanto, 3c e (a; b) / p'(c) = o. 

Derivando la función p, en el punto c resulta: 

p (c) = ff(b) - f(a)]g'(c) - [g(b) - g(a)]f'(c) = 0. 

Como g’(c) t 0 y g(b) - g(a) ± 0, de la expresión anterior se deduce la te-., 
sis efectuando pasaje de términos: 

M ~ f ( a > = IM 
g(b) - g(a) g'(c) 

Este teorema incluye el teorema del valor medio como caso particular si g 
es la función idéntica, es decir, si Vx e [a;b] es g(x) = x. 3 

# El 1 eorema de Cauchy admite una interpretación geométrica similar a la del teore¬ 
ma del valor medio para curvas planas más generales definidas en forma paramétrica 
por dos ecuaciones x = g(t), y = f(t), donde esastsb. 

En el gráfico resulta el vector h’(c) paralelo al vector (h(bj - iñ(aj), y c es un pun¬ 
to interior al intervalo paramétrico [a;b]. 

Para justificar la proposición^ anterior conviene recurrir a una función vectorial 
h - íg. f) y al vector tangente h'(c), pero en este texto no estudiaremos funciones 
vectoriales (Cálculo 2, pág. 137). 


de| 9 a U n S r.¡sismaíe y S 1857) ' matemá,ico francés - Dedicó atención a los fundamentos lógicos 
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EJERCICIOS 

1) Hallare,-correspondiente al teorema de Rolle, para: 

f: x—> 3 + 2x - x 2 en [-2:4] g:x-~ \/x~(x - 7) 2 en [0;7] 

h: x-> x 4 - 4x 3 + 10 en [0; 4] t: x-» x 3 - 3x 2 + 1 en [ — 1;2] 


2) Hallar c, correspondiente al teorema del valor medio, para: 
f: x ~ x 2 ^ 1 en[—1;3] g: x8x 3 - 6x 2 + 9x en [1;4] 

h: x-> Vx — 1 en[1 ;3] t:x — VW en[0; 1] 



IV. Funciones monótonas 

En el capítulo 5 (pág. 184) se han dado las definiciones de funciones monó¬ 
tonas en un conjunto. Veremos ahora cómo se pueden vincular esas definiciones 
con el signo de la derivada, cuando las funciones que se consideran son funciones 
derivables. 

Si una función derivable es creciente en un intervalo I, la derivada en cualquier 
punto del mismo es positiva o nula. 

En efecto, en cualquier punto del gráfico la recta tangente al mismo forma, 
con el eje positivo de abscisas, un ángulo agudo o nulo. Por lo tanto, la pendiente 
de la recta tangente, o tangente trigonométrica del ángulo mencionado es un nú¬ 
mero no negativo. 

De la misma forma, si la función es decreciente, la recta tangente en cada punto 
del gráfico forma con el eje positivo de abscisas un ángulo obtuso o llano. Por lo tanto, 
la pendiente de la recta tangente corresponde a la tangente trigonométrica de un 

ángulo (J/— < /j < 7r,que es un número no positivo. 
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f creciente: f'(x) = tg a 2 O 9 decreciente: g' (x) = tg /3 < O 

Formalizaremos las consideraciones geométricas anteriores, demostrando los 
teoremas correspondientes. 


Teorema 1 


Si una función es estrictamente creciente (o creciente) en iníen/alo l enton- 

ces en cada punto de dicho intervalo. donde f es derivable, la denvadaes no "egat . 
O sea, f derivable y estrictamente creciente en I => va e l.t (a) _ ■ 


Demostración 

Como f es estrictamente creciente en I: 

x < a => f(x) < f(a) y x > a = 
f(x) - f(a) ^ n 

Luego, en ambas situaciones: x _ a " ^ u - 

Por una propiedad de límites finitos (pág. 134). 

„ «ükJüUo. 

x — a 


f(x) > f(a). 


Luego, Va: f’(a) 2 0. 


Teorema 2 

Si f es una función estrictamente decreciente (o decreciente) L,r ¡SaSaTs 

tonces en cada punto de dicho intervalo, donde f tiene derivada finita, derivada 

no positiva. 

La demostración es análoga a la anterior. 

res 

estridamente creciente en el mismo, y si es no negativa, que ,a función es creciente. 
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Ttorema 

Si f es derivable en el intervalo I, y Vxe l:f’(x) > 0, entonces f es creciente en 
|l f'(x) > 0, entonces f es estrictamente creciente en I. 


Demostración 

Para probar que f es creciente en I debe probarse, para cualquier par de puntos 
K, y x 2 del intervalo: 

x, < x 2 => f(x,) < f(x 2 ). 

Sea x, < x 2 . Por el teorema del valor medio (pág. 247),aplicado en el intervalo 

(x 1 : x 2 ] C I: 

f(Xl) ~~ f(Xg) = f'(x 0 ) (x 1 <x 0 <x 2 ). 

Xi - x 2 

Por lo tanto, f(x,) - f(x 2 ) = f'(x 0 ) (x, - x 2 ) (1). 

Como habíamos elegido x, < x 2 , es x, - x 2 < 0. Luego, por la regla de los sig¬ 
nos, en el producto que aparece en el segundo miembro de la expresión (1), 

si f’(xo) > 0, entonces f(x,) - ffxj) < 0. 

O sea, x, < x 2 => f(x,) < fíxj) y f es creciente en i. 

Si f’(Xo) > 0, entonces f(x,) - f(X;>) < 0. 

O sea.X! < x 2 => f(x,) < f(Xj) y f es estrictamente creciente en I. 


Análogamente se prueba el siguiente teorema. 


Teorema 

Si f es derivable en el intervalo I, y Vxe I esf’(x) < 0, entonces f es decreciente 
en I. Si f’(x) < 0, entonces f es estrictamente decreciente en I. 


Ejemplo 1 


Indicar en qué partes del dominio la función f: x—» x 3 es creciente. 


f'(x) = 3x 2 

Por lo-tanto,|V-xr f'(x) s;ü. 
Luego, f es creciente en todo su dominio. 
Además, en este caso, f es estrictamente 
creciente en todo su dominio. 
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Ejemplo 2 

Indicar en qué partes del dominio la función f: x -» x 3 + 3x 2 - 1 es estrictamente 
decreciente. 


y- 

■3 

fi\ 

j y = x 3 + 3x 2 

1 \ \ 

/ X 

1 -2 \0 

y 


L-l 


Vx: f’(x) = 3x 2 + 6 x = 3x(x + 2). Luego, f’<-2) = 0 y f’(0) = 0. 

Resulta: f’(x) <0s¡ - 2 < x < Q. 

Por lo tanto, f es estrictamente decreciente en el intervalo (-2,"0y. 

EJERCICIOS 

1) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son crecientes o 
decrecientes, de acuerdo con el signo de su primera derivada: 


f: x -» 3x 2 - 2X + 5 

g: x —» 4x - x 3 

3x - 2 

m: x —»- 

1 - x 

2) Idem para f: x -» \/ (4 - x ) 2 (2x - 4) 

x 2 - x + 1 
g: x ->—5 -— 

a x 2 T x + 1 


h: x—» 2x 3 + 9x 2 - 24x 

r: x —» 4x 3 (x - I ) 2 

„„„ 1000 
s: x —> 300 -— 


h: x —> x V 5x - x 2 

3) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son estricta¬ 
mente crecientes: 


f: x-» x 3 + 3x + 5 
2x - 3 


g: x-» x 1/3 (x - 3 ) 2 


x 3 - 12 x 


III. A —* - ->• ~ ' , 0 \O 

x - 1 (x - 3 ) 2 

4) Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son estrictamen¬ 
te decrecientes: 

f: x —» 5 - (x - 3) 2 g:x-*x 4 - 2 x 2 h: x-»<x + 1 ) 2 (x - 2) 3 
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|) Verificar que las siguientes funciones son estrictamente decrecientes en los inter¬ 
valos indicados: 

f: x -» (x - I) 273 - j( X + 1) 3/2 en (— 1; 1 ) 

0 x -» V 1 - x 2 en (0; 1) 
h: x -* —^ - VT" en (0; 9) 


x 2 + 6x + 8 


en (-3; -2) 


V. Criterios para determinar extremos locales 

Se ha repetido varias veces que no basta la anulación de Ja derivada de una fun- 
cl n en un punto interior a un conjunto para asegurar la existencia, en dicho punto de 
extremo local. Si se quieren hallar, entonces, tos extremos locales de una función 
Hubo completarse la información mediante otros datos. 

° a r° S , a continuac ¡ón varios criterios que permiten asegurar la existencia de 
un máxirno o de un mínimo local. 


Criterio 1: Estudio de los valores de la función 

Si c es un punto interior ai dominio de una función derivable f y f'(c) = 0 Dara 

saber si f(c) es un máximo local pueden considerarse los valores de f en un entorno 
de c y ver si satisfacen la definición. «momo 

deC ‘ r ’ f e f determinar un entorno de c tal que, para cualquier punto x 

máx^motocaf ^ ° r f M corres P° nd,ente es menor o igual que f(c), entonces f(c) es 

La misma idea puede utilizarse para verificar la existencia de mínimo local. 

Ejemplo 


Sea f: x -»— 
mínimos locales. 


Utilizando el criterio anterior ubicar, si existen, máximos y 


-v 1 





f'(x) = 


x 2 - 1 


f'(1) = O A f’(-1) - 0. 


Deseamos ver, ahora, si f(1) = 2 y f(- 0 = -2 son extremos locales de f. 
Observamos que, para cualquier x pfjítivo y distinto de 1, es 

f(x) > 2, pues x + — > 2 six>0 a x í 1. 

En efecto, si x es positivo, es: 

* 2 + 1 2 c=> x 2 +1 > 2x ■=? x 2 +1 - 2x > 0 <=> (x - I) 2 > 0, expresión qufl 

x 

se verifica si x £1. 

Por lo tanto, f(1) = 2 es un mínimo local de f. 

De manera análoga, puede probarse, para cualquier x negativo y distinto de 1, 


f(x) < -2, pues- 


< - 2 si x < 0 


Por lo tanto, f( — 1) = -2 es un máximo local de f. 

En general, este criterio presenta dificultades de cálculo, pues exige conside¬ 
rar los valores de una función en los infinitos puntos de un entorno y puede llevar 
a conclusiones falsas si se consideran solamente algunos valores de la función en 
puntos aislados del entorno. 


Criterio 2: Variación del signo de la derivada primera 

Si f es una función derivable, c es un punto interior a su dominio donde se anula f' 
y existe un entorno de c tal que para todo x en el semientorno a izquierda de c esí (x) 
positiva, y para todo x a derecha de c es f’(x) negativa, entonces f(c) es un máximo 

local de f. 

O sea, __ 

3E(c, 8) / Vx: [(x e (c - 8; c) => f{x)>0) a (xe(c;c + 8) => f'(x)<0)J=> 

=> f(c) máximo local. 

Se suele abreviar este criterio diciendo que si la derivada primera pasa de posi¬ 
tiva a negativa cuando x pasa de izquierda a derecha del punto c, entonces f(c) 
es máximo local. 
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mostración 


Por teoremas anteriores (pág. 253): 
f(x) > 0 en (c - 8; c] =» f creciente en (c - 8; c] (1) y 
f'(x) < 0 en [c; c + 8) => f decreciente en [c; c + 8) (2). 

Luego, por (1), Vx e (c - 8; c] es f(x) < f(c), 
y por (2), Vx e [c; c + 8) es f(c) > f(x). 

Por lo tanto, 

Vx: (x e E(c, 8) f(x)<f(c)) 

V, de acuerdo con la definición. f(c) es máximo local. 

En forma análoga se demuestra el criterio para determinar un mínimo local, qu* 

dice: 

Si f es una función derivable, c es un punto interior a su dominio donde se anula t' 
y existe un entorno de c tal que para todo x en el semientorno a izquierda da o M 
l'(x) negativa, y para todo x a derecha de c es f'(x) positiva, entonces f(c) es un mí¬ 
nimo local de f. 

Es decir, f(c) es un mínimo local si la derivada primera pasa de negativa a poal« 
Uva cuando x pasa de izquierda a derecha del punto c. 

Ejemplo 



El dominio de f es D, = |x/x> -1|. 
Calcularemos la derivada de f: 


f' (x) 



Osea, f’(x) = — 3x . ~ H2 — si x> -1. Esf’(x) = 0 si x = 
2 vx + 1 


Luego, f/-—\ = -2^-^ 



puede ser un extremo local. 








Estudiaremos el signo de los valores de la función derivada f' en un entorno d 


x = 

3x 4" 2 

Como para todo x > -1 esf'(x) = - , — , el signo de f'(x) depende de 

2Vx + 1 

signo del numerador, ya que el denominador siempre es positiva 
Luego, a izquierda, x< 3x + 2 < 0 => f'(x) < 0, 

O* 

y a derecha, x > =» 3x + 2 > 0 => f'(x) > 0. 

7 3 


De acuerdo con el criterio indicado 


'(i) 


es un mínimo local de f. 


Criterio 3: Signo de la derivada segunda 

Si f es una función derivable, c es un punto interior a su dominio donde se ánula 
f' y existe f"(c) < 0, entonces f(c) es un máximo local de f. 

Obsérvese que este criterio difiere, fundamentalmente de los anteriores, pues 
solamente debe investigarse el signo de la derivada segunda en un punto y no exige 
su consideración en un entorno. 


Demostración 


Seaf”(c) = lím c 


f'(x) - f'(c) 


Por una propiedad del límite finito (pág. 134), 

3E'(c) / Vx: fxeE'(c) => f ' (x) ~ f (c ^ - 


Comof'(c) = 0, es—< 0. 

x — c 

Para que este cociente sea negativo, numerador y denominador deben tener 
signos opuestos, o sea, 

a izquierda de c: x - c < 0 =* f'(x) > 0, y 
a derecha de c: x - c > 0 => f' (x) < 0. 

Por el criterio de la derivada primera, f(c) es máximo local. 

En las mismas condiciones, si f"(c) > 0, puede probarse que f(c) es mínimo local. 

Este criterio es cómodo si la derivada segunda es fácil de calcular, pues, como 
se ha dicho, sólo exige conocer su signo en un punto. No puede utilizarse si la función 
elegida no tiene derivada segunda en el punto, y presenta inconvenientes si la segun¬ 
da derivada es difícil de hallar. Además, no proporciona ninguna Información si la 
derivada segunda existe pero es nula en el punto considerado. 
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implo 

Hallar extremos locales de f: x —> x 3 + x 2 - x + 2, utilizando el criterio de la de- 
’mla segunda. 



Calcularemos la derivada de f. 

Resulta: Vx:f’(x) = 3x 2 + 2x-1. 

La derivada se anula para x-, = - 1 y para x 2 = -y. 

Buscaremos ahora la derivada segunda de f: 

Vx: f”(x) = 6x + 2. 

De acuerdo con el criterio de la derivada segunda, hay que determinar su signo 
en los puntos donde se anula f'. 

Resultaf”(- 1) = -4 < 0,y,por lo tanto,f(- 1) = 3 es un máximo local de f. 

f"(— \ = 4>0 y f^ — \ es un mínimo local. 

\ 3 / \ 3) 27 


EJERCICIOS 

1) Hallar, si existen, extremos locales de las siguientes funciones utilizando el criterio 
1, que estudia los valores de la función: 

5 

f:x—>-— g: x —» x 2 - 3x - 10 h:x-*5x-4 

1+x 4 a 

2) Hallar extremos locales, si existen, aplicando el criterio 2, que estudia el signo de 
la derivada primera en un entorno: 

f: x-» x 4 - 4x 3 + 4x 2 h: x-* x 3 - 3x 2 + 6 s:x—>■—^ - 

x 2 + 1 

3) Hallar extremos locales aplicando el criterio de la derivada segunda: 

1 3 

f:x—»x T (x-1) h: x—»(x - I) 3 (x - 3) r:x->-— 

1 + V X 
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Vx:f'(x) = 12x 3 - 12x 2 - 24x = 12x(x 2 - x - 2). 

Buscaremos ahora los puntos donde se anula la derivada anterior. 

Resulta f'(x) = 0 si x, = 0, x 2 =-1, x 3 = 2. 

Para determinar si en algunos de los puntos anteriores la -función f alcanza un 
extremo local, utilizaremos el criterio de la derivada segunda: 

Vx: f”(x) = 36x 2 - 24x - 24. 

Hallaremos el signo de f" en cada uno de los tres puntos seleccionados: 
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P) en x, = 0: f"(0) = -24 < 0 

lt) en x 2 = — 1: f" (— 1) = 36 > 0 
|J)enx 3 = 2: f"(2) = 72 > 0 


f(0) = 3 es máximo local; 

f(-1) = - 2 es mínimo local; 
f(2) = -29 es mínimo local. 


Ahora bienrla función f alcanza mínimo absoluto en el punto 2, y f(2) = -29 
||s el mínimo absoluto de f. En cambio, f no tiene máximo absoluto, pues límj(x) = + x 
y los valores de f superan a cualquier número real. 

Si se quieren hallar los extremos absolutos de f en un conjunto acotado, deben 
Investigarse especialmente los valores que alcanza la función en los extremos de ese 
conjunto, pertenezcan o no al mismo. 

Por ejemplo, si se considera la función f sobre el intervalo [0; 2], f(0) = 3 es el 

máximo absoluto y f(2)=-29 es el mínimo absoluto. 

En el intervalo (0, 2), en cambio, la función no tiene ni máximo ni mínimo abso¬ 
lutos. 


Puntos críticos 


Como se ha indicado en el ejemplo anterior, al buscar los extremos absolutos 
de una función definida sobre un conjunto acotado, deben considerarse especial¬ 
mente los valores que alcanza la función en los extremos del mismo. 

Además, si la función que se investiga no es derivable en algún punto, hay que 
tener en cuenta el valor de la función en dicho punto. La función f: x—> |x¡, por ejem¬ 
plo, no es derivable en el origen y alcanza mínimo local y absoluto en dicho punto. 

Por ello, al buscar los extremos absolutos de una función es importante conside¬ 
rar especialmente los puntos de los distintos tipos mencionados, que son puntos cla¬ 
ves en la investigación que se efectúa. Los llamaremos puntos críticos de la función. 
y daremos la siguiente definición. 


Definición 

Si f es una función continua, definida sobre un intervalo (abierto o cerrado), el 
punto c es un punto critico de f en dicho intervalo si se cumple una de las siquientes 
condiciones: 

1) c es interior al intervalo y f' existe y es nula en c; 

2) c es interior al intervalo y f no es derivable en c (no hay derivada finita): 

3) c es uno de los extremos del intervalo. 

Como ya se ha dicho, el problema de encontrar los extremos absolutos de una 
función continua en un intervalo, se simplifica si se buscan primero los puntos críticos 
de la función en dicho intervalo. 


Ejemplo 1 


Encontrar, si existen, los extremos absolutos de f: x—> \/"4>r(x - I) 2 en el inter¬ 


valo cerrado -i; 2 J 

Para encontrar los puntos críticos de f en 2 J calcularemos primero V 
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3 es máximo local; 
2 es mínimo local; 
29 es mínimo local. 


s: x (x 2) 4 (x 4 I) 2 p: x —» 5x 3 -- ~ n; x -» x 4 - 4x 3 * 10 

2 x 3 x 2 31 

t: x —* 10x 3 (x - I) 2 t. x-> x 2 - — m: x 6x + -g- 

g: x -» 2x 3 - 3x 2 - 12x + 5 u; x — > x 4 4x 3 - 5 v: x — > 3x 4 - 24x 2 + 4 


VI. Extremos absolutos 

En la mayoría de los problemas de matemática aplicada no interesa hallar los ex¬ 
tremos locales sino los extremos absolutos que alcanza una función en su dominio o 
en algún intervalo, determinado, generalmente, por las condiciones del problema 

Ahora bien, si el máximo o el mínimo absolutos corresponden a una función deri- 
vable y la función alcanza dichos valores en puntos interiores al conjunto conside¬ 
rado, entonces los extremos absolutos serán, al mismo tiempo, extremos locales. 

En ese caso bastará ubicar los extremos locales mediante el criterio más conve¬ 
niente y luego determinar cuáles de ellos son, a la vez, extremos absolutos. 


Ejemplo 

Hallar, si existen, máximo y mínimo absolutos para; 

f: x — 3x 4 4x 3 12x 2 - 3. 



Vx:f'(x) = 12x 3 - 12x 2 24x = 12x(x 2 x 2) 

Buscaremos ahora los puntos donde se anula la derivada anterior 
Resulta f'(x) = 0 si x, = 0, x 2 =-1, x 3 =2. 

Para determinar si en algunos de los puntos anteriores la función f alcun/ít un 
extremo local, utilizaremos el criterio de la derivada segunda: 

Vx: f" (x) = 36x 2 24x 24. 

Hallaremos el signo de f" en cada uno de los tres puntos seleccionados 


1) en x | 0: f'' (0) = - 24 < 0 => f(0) = 

?) en x ? 1: f"( 1) = 36>0=>f(-i) = 

3)enx ( 2 f " (2) = 72 > 0 => f(2) = 

Ahora bien, la función f alcanza mínimo absoluto en el punto 2, y f(2) = 29 

os el mínimo absoluto de f. En cambio, f no tiene máximo absoluto, pues lím, f(x) = + % 
y los valores de f superan a cualquier número real. 

Si se quieren hallar los extremos absolutos de f en un conjunto acotado, deben 
Investigarse especialmente los valores que alcanza la función en los extremos de ese 
conjunto, pertenezcan o no al mismo. 

Por ejemplo, si se considera la función f sobre el inten/alo [0; 2], f(0) = 3 es el 
máximo absoluto y f(2)=- 29 es el mínimo absoluto. 

I. n el intervalo (0; 2), en cambio, la función no tiene ni máximo ni minimo abso 

lutos 


Puntos críticos 

Como se ha indicado en el ejemplo anterior, al buscar los extremos absolutos 
de una (unción definida sobre un conjunto acotado, deben considerarse especial 
mente los valores que alcanza la función en los extremos del mismo. 

Además, si la función que se investiga no es derivable en algún punto, hay que 
tenor en cuenta el valor de la función en dicho punto. La función f: x —* |x|, por ejem 
pío, no os derivadle en el origen y alcanza mínimo local y absoluto en dicho punto. 

Por Cilio, al buscar los extremos absolutos de una función es importante conside 
tur especialmente los puntos de los distintos tipos mencionados, que son puntos cía 
ves en Iri investigación que se efectúa. Los llamaremos puntos críticos de la función. 
y duremos la siguiente definición. 


Definición 

Si f es una función continua, definida sobre un intervalo (abierto o cerrado), el 
punto C es un punto critico de f en dicho intervalo si se cumple una de las siguientes 
condiciones: 

1) C es interior al intervalo y V existe y es nula en c; 

2) c es interior al intervalo y f no es derivable en c (no hay derivada finita); 

3) c os uno de los extremos del intervalo. 

(.orno ya so ha dicho, el problema de encontrar los extremos absolutos de una 
(unción continua en un intervalo, se simplifica si se buscan primero los puntos críticos 
de In (unción en dicho intervalo. 


I jumplu I 


velo i muido 


ni onltai, si existen, los extremos absolutos de f: x -> \ 4x (x 1) ? en el Ínter 

t 


I 


I'.un encontrar los puntos criticos de I en 


[ 


Acularemos primero r 







Vx 4- 0: f(x) = 

4(7x ? -8* + 11 

3 v 16x ? 

y 


f(im tn 

/y| \ 4x (x 

/ TV 

y 1 X 

1 1 °| 1/7 1 

i 

2 

(\ 

* - f( • 1/2) 



La derivada anterior no existe en el punto 0 y se anula en los puntos I y | 
Por lo tanto, los puntos críticos de f son: 

tipo 1: x, = 1 y x 2 = y. donde se anula f; 

tipo2: x 3 = 0, donde no existe f’ (hay derivada infinita). 

tipo3: a = -y y b = 2. que son los extremos del intervalo. 


, / 1 \ _ 36 f~K es un máximo local y f(1) = 0 es 

Puede probarse que f ( — J - yy V 7 


un mínimo local. 
Además, \( -r 


. s , ^ = _ l /~2 es el minimo absoluto de f en el intervalo 

f_ -i; 2 J. El valor f(2) = 2 es el máximo absoluto de f en [- y'- 2 ]' 


Ejemplo 2 

Hallar extremos absolutos y locales de f, si existen, 
a) en su dominio, b)en(0;2), c) en [ — 3; 4], si f: x — Ix -4|-1- 
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" e 'írl?n 09 ' 0S , R » Punios cincos son 

upo 1) 0 , pues f’(0) = 0; 

¡£¡5 2 y “ 2 ’ pues en ellos f no es derivable 
PC J como el dominio no está acotado, buscamos lim fíx) _ „ 

f '>10 limito asegura que f no tienp , ** f(x) - lim f(x) = +» 

Observemos que max,mo absolu, ° en R 


x ' 5 si 
x '’ 1 3 si 
x? 5 si 


2 X < 2 
x 2 


,f 'í x > ’ oSo- x< 2 )a í¡'wiSs l ix> 1 ) X<0) ^ L 2 )míním 0 | l 0 Ca l- 
A f , 1 => f (2) mínimo local. 

Puede verificarse además que"f( 2) '° U 2 ) ~ máximo ! ° cal - 

H 1 ’ ’m) 1 es mínimo absoluto 


i>) tn (0,2) f no tiene extremos absolutos ni locales 
C) En [ - 3 4] f(2i - fr _ o\ _ 

máximo absoluto. mínimo ocal y absoluto, f(0) máximo local, y 


« 

m 

m 


Ejemplo 3 

con ,»: 9 e 1 ™ U d á e l a TambS ren0 de * « Pusdc rodea, 

en lenguaje matemática Pr ° blema cons,s,e en expresar las condiciones anteriores 
lado es SO™ 5 ’' * " la ® CUalqi,,era « » e> Perímetro es ,00. el o„o 



50 - x 







a(x) - x(50 - x). 

Para hallar el número x, que da el área máxima de un rectángulo tn lee 
condiciones requeridas, debemos considerar la función escalar que e cada número 
x le asigna como imagen el área del rectángulo correspondiente, 

Es decir, la función a: x -» 50 x - x 1 . 

El dominio de la función a está condicionado por la Indole del problema y debe 
serVx:0 < x < 50. 



Calcularemos ahora la derivada de la función a: 

Vx: a'(x) = 50 - 2x. 

Los puntos críticos de la función a son 0 y 50 como extremos del dominio eete* 
blecido, y el punto 25 donde se anula la derivada a'. 

Calculamos ahora la derivada segunda de la función a: 

Vx; a''(x) = -2. 

L.uego, a (25) = 525 es un máximo local. Se comprueba fácilmente que ee tem¬ 
blón el máximo absoluto de a. 

Si interpretamos el resultado anterior en el problema planteado, resulte que el 
rectángulo de mayor área y perímetro 100 es el cuadrado de lado 25 . 


Ejemplo 4 

Hallar el rectángulo de mayor área con base en el eje de abscisas y VáflIeM 

O 

opuestos en puntos de la curva de ecuación y = -y^--, de acuerdo con el tiguliflMl 
dibujo: 


2 


8 

x 2 < 4 



P le base del rectángulo os ?x, su altura está dada por el valor de la ordenada 

M»na*| tundiente 

M decir, bese 2x, Altura ————. 

x 2 1 4 


. ti área del rectángulo podido es a(x) 2x.—-— 

x 2 -• 4 

* le función escelnr correspondiente es a: x —» —— 

X 2 4 4 

V ett dominio, de acuerdo con la índole geométrica del problema, es el conjunto de los 

Mfflbfba rentes positivos 


4- 



(X > 0) 


Ni mli litemos ln derivada de la función a, 


Vx es a'(x) 


64 - 16x 2 
(x 2 + 4) 2 ' 


ti punió x , 2 os un punto crítico de la función, pues es interior al dominio 

deletminndo y ndomás es f'(2) = 0 

Ni Minutamos la derivada segunda de la función a, resulta: 

,,, , 32x(x 2 - 12) 

3 M - (¿ 4. 4)» ■ 

^n ol punto 2, os a"(2) 1 < 0. Por lo tanto, a(2) es un máximo local de la 

llIlH'lón áimt 


5 






Puede comprobarse fácilmente que a{2) es también el máximo absoluto de la 

fUnC Tue a go, el rectángulo de mayor área, en las condiciones pedidas, que corres- 
ponde al valor x = 2, es el de base 4 y altura 1. 


♦ Ejemplo 5 

Hallar eí cono de mayor superficie lateral que puede inscribirse en un cono d« 
radio T y altura 3, de acuerdo con la figura siguiente: 




Utilizando la fórmula que da la superficie lateral de un cono, el área correspon 
diente al cono inscripto es 

a(x) = Trx.g(x), 

donde la generatriz es 

g(x) = V x 2 + [h(x)] 2 . 

Para calcular h(x) podemos comparar los triángulos semejantes 
AB AB' 

ABCyAB'C'.donde—— = -qTqT- 

Reemplazando valores en la igualdad anterior, resulta: 

3 - h(x)_ = A ^ 3 _ h(x ) = 3x => h(x) = 3 (1 - x). 

Por lo tanto! g(x) = V^T9TT^) r = V 10x 2 - 18x + 9. 

utilizando ,a ezp,asido ,0 

rior puede anotarse la función escalar c orrespondiente. 

a: x —* ir x V 10x 2 — 18x + 9. 

De acuerdo con los datos del problema y el significado geométrico asignado I 
va .¡a?fe x el dominio de la función Otea determinada es el intérnalo abierto (0, 
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y = a(x) 



Por lo tanto, los puntos 0 y 1 son puntos críticos de la función, ya que son los ex¬ 
tremos del dominio determinado. 

Para buscar los demás puntos críticos calculamos la derivada de la función a. 
Obtenemos: 

= 7r (20x 2 - 27x + 9) 

V 10x 2 - 18x + 9 ' 

3 3 

La derivada a’ se anula en los puntos x, = y x 2 = —, ambos interiores al 
Inlurvalo (0; 1). 

Puede verificarse, mediante uno cualquiera de los criterios estudiados, que el 

V«lor a es un mínimo local y el valor a es un máximo local. 

Sin embargo, como la función área considerada es continua en el intervalo abier¬ 
to (0; 1), no alcanza necesariamente extremos absolutos en dicho conjunto. 

En este caso no tiene ni máximo ni mínimo absolutos, pues ambos corresponden 
• los extremos del intervalo abierto. 

El problema planteado, por lo tanto, no tiene solución. 

Nótese que, al encarar un problema de este tipo, es necesario un análisis exhaus¬ 
tivo de las condiciones planteadas y de la función obtenida para resolverlo. Si se re- 
luolve mecánicamente el problema considerando solamente los puntos del dominio 
0Onde se anula la derivada primera, pueden obtenerse conclusiones erróneas. 

IJERCICIOS 


1) Hallar los puntos críticos de cada una de las funciones siguientes y clasificarlos: 
f: x^|x + 4( erv[l-‘&;-1] t: x ->2|x| - x 2 en [-1; 1] 


• x 3 + 2x 


en [-3; 4] 


s: x -* jx- 1| + |x+ 1| 


h: x 2x 3 


en[-4; 0] 


• \fx - 3x + 5 


n: x —»¡x 2 - 3| + |2x — 8j - 1 


r: x —» 2 - |x 2 + 2x - 151 
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2) Hallar extremos absolutos, si existen, de las funciones consideradas en los eji 
cicios de la sección V (pág. 259). 

3) Extremos absolutos, si existen, de 


f:x -> 3 — 

1 - x 2 

en (-1; 1) 

g: x ■ 

r: x —> —— V~x 

X 

en [1; 9] 

h: x 

x 2 - 2x - 3 
p: x -» , 

x 2 - 4 

en [-1; 1] 

q; x 

v: x —■ x 2 - |x| 

en [-1; 2) 

u: x 

ü) 

X 

1 

X 

1 

co 

enJ0;A) - 

m: x 

t: x —>x 3 -2x 2 

en [-1; 3) 

n: x 

(\ x -> x 3 - 6x 2 + 12x 

en (-1; 3] 

w: x 


1 + lx| 

1 - 1x1 

x 2 - 2x + 3 
x - 1 

• x 3 - 2x + 1 
► x 3 - 3x 2 + 5 


en (-1; 1) 
en [-1; 4] 
ep(0; 3] 
en R 


1 - 4x 3 +,.10 en(-1;4)J 

1 25 - x 2 en [-1; 5)1 


4) Area máxima de un triángulo isósceles de perímetro 12. 

5) ¿Cuál es el cilindro recto de mayor volumen que puede inscribirse en un con 
recto de radio 6 y altura 24? 

6) Dividir el número 100 en dos partes cuya suma de cubos sea mínima. 

7) Rectángulo de menor perímetro y área 100. 

8) ¿Cuál es el triángulo isósceles de mayor área que puede inscribirse en un círci 
lo de radio unidad? 

9) ¿Cuál es el cilindro de volumen 1 y superficie total mínima? 

10) En un triángulo isósceles de base 6 y altura 10 se inscribe otro triángulo isósci 
les de modo que las bases de ambos triángulos son paralelas y el vértice del s< 
gundo está en el punto medio de la base del primero. Se busca el de área máxim 

11 ) Se quiere alambrar con 200 m de alambre un campo rectangular adyacente a l 
muro. Hallar el de mayor área. 

12) Hallar el rectángulo de área máxima inscripto en un triángulo isósceles de basl 
y altura 6, de acuerdo con el gráfico adjunto. 



I) Un rectángulo de perímetro 12 gira sobre uno de sus lados para engendrar un ci- 

Indro De todos los rectángulos posibles, ¿cuál genera el cilindro de mayor vo¬ 
lumen? J 


x- h < x > 


14) Dado un cuadrado de lado e , separar cuatro cuadrados de sus vértices y determi¬ 
nar las dimensiones-de la caja de volumen máximo y base cuadrada que se pue¬ 
de construir. 

I £ - ~ 

! 1 

x |^-2xi 


hl) Encontrar un número real x tal que x + ± tenga valor mínimo. 

Ifl) Entre los sectores circulares de perímetro 8, ¿cuál es el de mayor área? 

17) Cilindro de mayor volumen y área total 300. 

MI) ¿Cuál es el cono de mayor volumen que se engendra .«> hacer girar alrededor de 
un cateto un triángulo de hipotenusa 5? 

1,1 dí radbí? 0000 reCt ° ^ men ° r V °' Umen QUe PU6de circunscribirs e a una esfera 



10) Una ventana tiene la forma de un rectángulo con un semicírculo encima cuyo diá- 
me ro es igual a la base del rectángulo. Si el perímetro total de la ventana es 2 

hallar las dimensiones para que su área sea máxima. 



K) De todos los cilindros rectos que se pueden inscribir en un cono circular recto, 
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demostrar que la altura del cilindro de volumen máximo es un tercio de la altu 
del cono. 





22) Un triángulo isósceles tiene perímetro 2 p y se lo hace girar alrededor de su base. 
¿Qué lado tiene el triángulo que engendra el cuerpo de volumen máximo? 

23) Idem si el triángulo gira alrededor de la altura de la base. 

24) ¿Cuál es el cilindro de volumen máximo que puede inscribirse en una esfera de 
radio a? 

25) ¿Cuál es el rectángulo de perímetro máximo que puede inscribirse en una semi¬ 
circunferencia de radio a? 

26) El perímetro de un sector circular es 2 p. ¿Cuál es el radio del círculo si el sector 
tiene área máxima? 

27) El perímetro de un cuadrado y la longitud de una circunferencia de radio a suman 
2 p. ¿En qué condiciones la suma del área del cuadrado más el área del círculo 
es mínima? 

28) Se desea construir la letra Y con laa siguientes dimensiones: 



¿Cuál es la longitud del segmento vertical para que la suma de las 3 longitudes 
sea mínima? 


Vil. Puntos de inflexión 

Así como el signo de la derivada primera de una función está vinculado con el 
crecimiento o decrecimiento de la misma, el signo de la derivada segunda está vincu¬ 
lado con la concavidad del gráfico correspondiente. 
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De acuerdo con consideraciones anteriores (pág. 217), la ecuación de la recta 
Inngente en el punto [a; f(a)] es: 

t(x) = f(a) + f'(a) (x - a) 

Consideremos una función auxiliar g = f - t. 

Resulta g(x) = f(x) - t(x) = f(x) - [f(a) + f'(a) (x - a)]. 

El valor g(x) es la diferencia entre la ordenada de la curva y la ordenada de la 
recta t para un punto cualquiera x del dominio de f. 

Por lo tanto, la curva es cóncava hacia arriba en el punto [a; f(a)] si y sólo si exis¬ 
to un entorno reducido del punto a tal que, para todo punto x de dicho entorno, el valor 
g(x) es positivo. 

En efecto, si g(x) es positivo, la ordenada de la curva es mayor que la ordenada 
de la recta tangente, y la curva, en cada punto x del entorno, está por encima de la 
recta tangente. Se cumple también la implicación recíproca. 

Análogamente, la curva de una función derivable f es "cóncava hacia abajo" o 
tiene concavidad negativa en el punto [a; f(a)] si y sólo si existe un entorno reducido 
del punto a, donde la curva está por debajo de la recta tangente a la misma en dicho 
punto. En este caso la concavidad de la curva está dirigida hacia el sentido negativo 
del eje y. 
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En este caso, 3E'(a, 5) / Vx:(x e E'(a, 5) =* g(x) = f(x) - t(x) < 0). 

Según indicaciones anteriores, el signo de la derivada segunda permite determl» 
nar el sentido de la concavidad de una curva, de acuerdo con el siguiente teorema. 


Teorema 

Si una función f tiene derivada segunda positiva en un punto a y existe f’ finita en 
un entorno de a, entonces el gráfico de f es cóncavo hacia arriba en el punto [a; f(a)]. 


Demostración 

Consideremos nuevamente la función g, que indica la diferencia entre la ordena¬ 
da de la curva y la ordenada de la tangente en [a; f(a)] para un punto x del entorno de 
centro a y radio 5, donde existe f. 

Es g(x) = f(x)-[f(a) + f'(a)( X -a)] (pág. 271) 
y también g(x) = [f(x) - f(a)] , f (a) (x - a) (1). 



a c x a + 8 


Si se aplica el teorema del valor medio (pág. 247) al intervalo entre a y x es po¬ 
sible encontrar un punto c entre a y x / f(x) - f(a) = f'(c) (x - a). 

Reemplazando en la expresión ( 1 ) resulta: 

g(x) = f'(c) (x - a) - f'(a) (x - a) = [f'(c) - f’(a)] (x - a) (2), 
para c entre a y x. 

Ahora bien, por hipótesis, f"(a) es positiva, es decir* 


f''(a) = Iím a - ' (X) f ' (a) >0, 

° v o 


Por una propiedad de los límites finitos (pág. 134), 

3E'(a, 6') / Vx:^x e E'(a, 8') =- > o). 

Para que este cociente de incrementos sea positivo, numerador y denominador 
tienen el mismo signo. 

Es decir, (x > a => f'(x) > f'(a)) A (x < a => f'(x) < f'(a)). 

Supongamos S < 8'. Si x pertenece al entorno reducido del punto a de radio 8, 
también el punto c pertenece a dicho entorno y se verifica: 
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(X > a => f'(x) > f' (a) => f'(c) > f' (a)) 


' ( x < a ==> f'(x) < f'(a) => f'(c) < f'(a)). 

| Por lo tanto, los dos factores de la expresión (2) tienen el mismo signo. 

I s decir, Vx:(x e E’(a, 8) => g(x) > 0), y el gráfico de fes cóncavo hacia arriba 
Ifi «I punto [a; f(a)]. 

De la misma forma se demuestra, si f”(a) es negativa, que el gráfico de f es cón- 
|Vo hacia abajo en el punto [a; f(a)]. 


r fcn resumen, 

f" positiva => gráfico de f cóncavo hacia el eje y positivo, 
i" negativa => gráfico de f cóncavo hacia el eje y negativo. 

El criterio para verificar la existencia de extremos locales utilizando la derivada 
Mflunda (pág. 258) es un caso particular de la propiedad que se acaba de demostrar. 

En efecto, f’(a) = 0 a f”(a) > 0 f(a) mínimo local, ya que la tangente es 
flOrl/ontal y la curva es cóncava hacia-arriba. 

Análogamente, f’(a) = 0 a f”(a) <0 => f(a) máximo local, ya que la 
Ungente es horizontal y la curva es eóncava hacia abajo. 


tjemplo 


Sea f: x-* 2x 4 - 3x 2 + 5. Estudiar la concavidad del gráfico correspondiente. 
Derivamos f y luego f' para hallar f”: 

f'(x) = 8x 3 - 6x => f"(x) = 24x 2 - 6. 

El signo de la derivada segunda determina el sentido de la concavidad. 
Buscamos los valores de x para los cuales es f"(x) > 0. 

24x 2 - 6 > 0 si x 2 > 4- 
4 


O sea, 


24x 2 - 6 > 0 si |x| > 


Luego f"(x) > 0 si x > — v x < - — 

2 2 

Por lo tanto, el gráfico de la función f es cóncavo hacia arriba en el conjunto 


A = {x/x>-i v x< - i-}. 


Análogamente,f"(x) < 0 sl[x| <-j. Luego, el gráfico es cóncavo hacia abajo 


on el conjunto B = {x/--l<x<-l}. 
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,1 

1 ¡31 

1 

l¡ 8 

•_ V3 1 


2 l! 

5it _i 

1 

1 

2 

2 


Para completar el gráfico de f vemos que la intersección con el eje de ordena 
es el punto (0; 5). Por otra parte, la ecuación bicuadrada 2x 4 - 3x 2 + 5 = 0 no tii 
raíces reales y el gráfico no corta al eje de abscisas. 

Además la derivada primera f' se anula en tres puntos: x, = 0, x 2 = 

V3 


1 

i 


Puede verificarse que f(0) = 5 es máximo local y que 

f ^ = f = J|L es mínimo local y absoluto, 


Punto de inflexión 

El punto [a; f(a)] del gráfico de una función derivable f es un punto de inflexión 
y sólo si en el mismo la curva cambia el sentido de su concavidad. 


I 


f(a)f— 



y = f(x) 


Oja-S a a + 8 x 0 a- 8 a a + 8 x 

0 ) 1 < 2 > 

Si, por ejemplo, existe E(a, 8 ) tal que el gráfico de f es cóncavo hacia abajo en 
(a - 8 ; a) y cóncavo hacia arriba en (a; a + 8 ) (fig. 1 ), entonces el punto [a; f(a)] eg. 
de inflexión. De acuerdo con la definición de concavidad en ambos semientornos, la 
tangente al gráfico atraviesa al mismo en dicho punto. 

Según propiedades anteriores, si f”(a) = 0, y existe un entorno de a tal que fj 
es positiva en (a - 5 ; a) y negativa en (a; a + 5) (o recíprocamente), el punto considera¬ 
do es de inflexión. 


Hallar, si existen, puntos de inflexión en el gráfico de f: x - 


x 2 + 4 


y. 


/ 

3\ 

y¡ 

974 rv 

1 

1 X 

2V^3 0 

2%/3 

3 

3 


Si buscamosjaucferivada: 

w ... . -24x 

Vxesf'(x = —-r—— 5 - 
(x 2 + 4 ) 2 

Calculemos ahora la derivada segunda de f. Resulta, para todo x: 

-24(x 2 + 4 ) 2 + 96x 2 (x 2 + 4) -24(x 2 + 4) + 96x 2 

/ O * v A .O . A \ 


(x 2 + 4 ) 4 


(x 2 + 4 ) 3 


_ 24(3x 2 - 4) 

(x 2 + 4 ) 3 

f"(x) = 0 si x 2 = 


Por lo tanto, la derivada segunda se anula en los puntos x, = —-— 

» -a -- 5 - 

Luego, los puntos [x,; f(x,)] y [x 2 ; f(x 2 )] pueden ser puntos de inflexión. Para 
verificarlo debe estudiarse la concavidad del gráfico en algún entorno de cada uno de 
ellos. 

Veamos qué sucede en el punto [x,; f{x,)]. 

^0 < x < 2 ^ 3 => f"(x) <0^ a ^x > - 2n ^ - => f"(x) > o y 


[ 2\J 3 / 2 v 3 \ “I 

—-—; f ^—-—j jes un punto de inflexión. 
Análogamente, puede demostrarse que f ^ - 


Análogamente, puede demostrarse que 2> ^~ ; f ^ - 2 ^ — 
punto de inflexión. 

Luego, el gráfico de f presenta dos puntos de inflexión: 


es otro 
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( V :;mv :) 

Obsérvese que la condición de ser nula la derivada segunda es necesaria 
no suficiente para la existencia de un punto de inflexión. 

Por ejemplo, sea f: x—> x 4 . 



f’(x) = 4x 3 => f"(x) = 12x 2 . 

En este caso, f" se anula en el origen y allí no hay inflexión. Puede probara 
fácilmente que la función tiene mínimo local y absoluto en el origen. 

También debe tenerse en cuenta que puede haber inflexión en un punto dond 
no existe f". 

Por ejemplo, consideremos la función f:x->x\/x 2 +1. 

La función dada es f / Vx: f(x) = x 5 / 3 +1. 

Calculemos f' y f". 


Resulta Vx:f’(x) = -y X' 


2/3 . 


Vx t 0: f”(x) = 


10 


9 vsr 



La derivada segunda no existe en el origen, pero es positiva a derecha del mis 
mo y negativa a izquierda. 

Además, como f es derivable en el origen, hay recta tangente y la curva es cón 
cava hacia arriba a derecha del origen y cóncava hacia abajo a la izquierda. Por I 
tanto, el punto ( 0 ; 1 ) es punto de inflexión. 


Para encontrar, entonces, los puntos de inflexión de un gráfico, interesa conside- 
f especialmente los puntos donde se anula f", si ésta existe, pero también hay que 
|r en cuenta los puntos del dominio donde no existe f". 

Condiciones suficientes para la existencia de punto de inflexión se verán en el 
pftulo siguiente, como aplicación de la fórmula de Taylor. 


JERCICIOS 

! t) Indicar en qué partes del dominio los gráficos de las siguientes funciones son cón¬ 
cavos hacia arriba: 


g.x 


3x - 1 


r: x 


h: x 


f: x- 


3x + 5 x 2 + 1 x 3 + 1 

||) Indicar en qué partes de! dominio los gráficos de las siguientes funciones son 
cóncavos hacia abajo: 


f:x —> x 1/3 (x + 2 ) 

r: x -» x 2 (x + 5) 
s: x -> x(x 2 - 4) 


g: x -» 2 x 3 + x 

m: x —>■ (x - 3) (x + 2 ) 2 


h: x 


X 4 1 


n: x —> 2\/ x 2 4- 1 - x 2 
3) Puntos de inflexión en el gráfico de cada una de las siguientes funciones: 


f: x 

-»x 5 

t: x -4 —- 1 .— 

X 2 4- 9 


X 

m: x — 4 (x - I ) 3 (x 

9- x 

X 2 4- 1 

h: x 

-4 e(* ; ) 

p: x -4 (x 4 3 ) 2 (x 

r: x 

—>3x 2 + — 

X 

u: x -4 x 1/3 (x 4- 2) 

s: x 

-4 (x + I ) 4 (x - 3) 

w: x -4 x 4 - 4x 3 4- 


4) Intervalos de concavidad positiva o negativa: 


a) f: x - 


- x 3 - 18x 2 4- 40x - 5 b) f: x - 


í2 - 


c) f: x—> x 2 4- eos x 


5) f: x- 


- . 




a) punto de inflexión; b) ecuación de la recta tangente a la curva en dicho punto. 

VIII. Limites indeterminados. Regla de L’Hópital 

Para calcular el límite de un cociente se ha demostrado en el capítulo 3 (pág. 139) 
la propiedad correspondiente: 
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lím M = lím a f ( x ) 

a g(x) lírn a g(x) 

si se cumple la condición de que el límite del divisor no es cero. 

Al considerar límites infinitos puede observarse que son equivalentes las siguiari 
tes expresiones: 

lím a g(x) = 0 y lím a — 1 = 

9\ x ) 

y puede probarse también que si el divisor tiene límite nulo y el dividendo tiene limita 
finito no nulo, entonces el límite del cociente es infinito. 

Por lo tanto, queda por resolver un caso que aparece frecuentemente, preserw 
tado en el capítulo 3 (pág. 154) como un caso de indeterminación del límite: el co*| 
cíente de dos infinitésimos. Este caso de indeterminación suele simbolizarse con la 


expresión ^, y un ejemplo lo constituye lím 0 - se ^ x = ^ calculado en dicho capítol 
lo (pág. 136). 

En muchas circunstancias se puede destruir la indeterminación recurriendo a fas 
funciones derivadas, mediante un método conocido con el nombre de reqla da 
L’Hópital.* 


Teorema 1 

Sean f y g dos funciones derivables en un entorno reducido de un punto a, y' 
9’(x) A 0 en todo punto x de dicho entorno. 

Si lím a f(x) = 0, lím a g(x) = 0 y lím a - ^^ = £, entonceslím a -^- = (. 

9 (x) a g(x) 

Se considerará primero el semientorno a la derecha del punto a, es decir, el inter¬ 
valo abierto (a; a + h), y los límites se calcularán por la derecha del punto a. Puede 
demostrarse, luego, la misma propiedad en el intervalo (a — h; a), es decir, calculan¬ 
do límites por la izquierda. 

Finalmente, entonces, la propiedad es válida a la derecha y a la izquierda del 
punto a, es decir, es válida en el entorno reducido del punto a. 

♦ Demostración 

Para demostrar la primera parte utilizaremos el teorema generalizado del valor 
medio en el intervalo [a; x] S E(a;h), que no puede aplicarse directamente a las fun¬ 
ciones f y g pues no se conoce el comportamiento de éstas en el punto a, y el teorema 
mencionado exige, por-lo menos, continuidad en los extremos del intervalo, además 
de derivabilidad en su interior. 

Por ello consideramos dos nuevas funciones":"" 


f(x) si x A a 
0 si x = a 


g(x) si x A a 
0 si x = a 


Como lím a f(x) _ lím a F(x) — 0 y F(a) = 0 por (1). F es continua en a. Análo¬ 
gamente, G es continua en a. 


Guillermo de L Hópital (1661-1704). Fue uno de los divulgadores del cálculo diferencial. Su 
obra se apoya en la de su maestro Juan Bernoulli. 
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|l se considera el intervalo cerrado [a; x], donde x es un punto cualquiera de 
t ti), puede aplicarse el teorema generalizado del valor medio (pág. 250). En 
0, F y G son continuas en [a; x], derivables en (a; x) y, además, por nipótesis, 
g' no se anula en (a; x). 

fin r 1^ lontn /o- / F(x) ~ F(a) _ F’ (c) -- 


Por lo tanto, 3c € (a; x) / 


G(x) - G(a) 




Í Es decir, (2). 

G(x) G'(c) 

Como f y F coinciden en (a;a + h) y también coinciden g y G en dicho intervalo, 
(f(n;a + h) es F’(x) = f’(x) y G’(x) = g’(x). Además, como ce(a;a + h), es 
he) - f(c) y G’(c) = g’(c). 

Calculando el límite de la expresión (2), a derecha del punto a, es 


F -W = lím,. 


* G(x) 


, y por lo tanto lím a .~y 

g'(c) 9(x) 


= lím,.- 


Ahora bien, c depende de x y está entre a y x.-Pof elfo, el punto c pertenece a 
eunlquier entorno del punto a al cual pertenezca x. Aplicando la definición de límite, 

•• K m f ( c ) = p 

lím a . g((c) e. r 


Reemplazando en (3) resulta , í m a+"^‘ = t- 


De la misma forma se prueba lím a 


-M. = , ím JM_ 


, considerando el inter¬ 


valo (a - h; a). 

Luego, el teorema queda.probado en el punto a. 

El teorema puede completarse, si existen f’(a) y g’(a) + 0, de la siguiente ma¬ 


nera: lím 


f(x) _ 


m = Ha) 
9 '(x) 9'(a) 


En efecto, 


Ha) = 
9'(a) 


f(x) ~ f(a) 


9 (x) - g(a) 


f(x) - f(a) 
g(x) - g(a) 


ya que por existir f’(a), f es continua en el punto a y es f(a) = iím a f(x) = 0. Por las 
mismas razones resulta g(a) = 0. 

Obsérvese que no se ha exigido'previamente la continuidad de f’ y g’ en el punto a. 


Ejemplos 
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«m.-SÜÜJJ. , 


X + 1 


= 1 


Puede suceder, al aplicar la regla, que las funciones f' y g' sean infinitésir 
el punto a y satisfagan también la hipótesis del teorema anterior. En este caso 
volver a aplicarse la misma regla utilizando las derivadas segundas. De la misn 
ma, la regla puede aplicarse en forma reiterada para funciones con n derivadas 
condiciones exigidas. Esta propiedad se demuestra por inducción. 


Ejemplo 

3x_- 3 sen x 


= lím 


3-3 e os x 
3 3x 2 


= lím, 


3 sen x 
6x 


= lím. 


3 eos x 


Generalización de la regla de L’Hópital 

*-. a re 9^ a demostrada admite varias generalizaciones que permiten su aplica» 
a distintos casos de límites indeterminados. 

Para completar el caso jdeLcociente de dos infinitésimos falta considerar fui 
nes infinitésimas para x-»x. 


Teorema 2 

Sea k un número positivo cualquiera, y para todo x > k sean f y g dos función» 
derivables en x, con g’(x) t 0. Si lím + „f(x) = 0 y lím + „g(x) = 0, entonces 

*/w\ Lt /. .\ 


lím 


iW = „ 


'g(x) 


lím*. 


f'(x) 

g'(x)' 


♦ Demostración 


Consideremos t = Con este cambio de variable, si x tiende a +, oo, ento 
ces t tiende a 0*. 


Si para todo x > k es F{t) = f(x) y G(t) = g(x) 

( 2 ). 


resulta lím * = lím 0 .-QÜ- 

9(x) 0 G(t) 


( 1 ), 


Ahora bien, por hipótesis, 

lím + 00 f(x) = lim 0 .F(t) = 0 y lím + 00 g(x) = lím 0 .G(t) = 0. 

Por lo tanto las funciones F y G, cuya variable es t, satisfacen la hipótesis del 
primer teorema de L’Hópital, y se cumple, entonces: 

^ 

Para hallar F' y G' debemos aplicar la regla de derivación de funciones com¬ 
puestas, pues por ( 1 ): 


Luego, resulta fím * - tím *, que es la tesis. 

9(x) fl'(x) 



Puede demostrarse una propiedad análoga si x-* - » y, en general, si x— oo. 

Teorema 3 

Sean f y g dos funciones derivables en todo punto x ± a, y g’(x) £ 0. Si 
llm,f(x) = + oo, !ím a g(x) = + oo y lím a ~ ~ ^ ~ = ^ . entonces lírn a'^‘ = ¿ • 


Como lím a f(x) = +«, prefijado k > 0, existe un intervalo (a;a + S)/Vx: 
(x((a;a + 6) => f(x)>k). Análogamente, 36’/Vx: (xe (a;a+ 5’) =► g(x) > k) (1). 

Si es 8 < 8’, existe en (a; a + 8) el cociente 


Consideremos ahora un intervalo (a; x 0 J-¡nclu¡do en (a; a + 8). Es decir, fijamos 
nn el intervalo (a; a + 8) un punto x 0 . 
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a 


x 


a + 8 


Si x es un punto cualquiera entre a y x 0 , puede verificarse, efectuando las 
raciones indicadas en el segundo miembro, que es válida la siguiente expresió 


M ~ f ( x ") 

g(x) - g(x 0 ) 


pues g(x) $ g(x 0 ), según el teorema de Rolle, ya que, por hipótesis, g’ no se anuí 
y tampoco se anula g por (1). 

Por el teorema de Cauchy (pág. 250), en el intervalo [x; x 0 ] 

3c/ f(x)-f(x 0 ) = f'(c) 

g(x) - g(x 0 ) g'(c) 

Reemplazando en la expresión (2), resulta: 

. _ f(x 0 ) ~ I 


4 _ ’V^U/ 

LM = f( X ) t(x) 

g'(c) g(x) „ 9 (x n ) 


para c entre xyx 0 


Si se calcula el límite a derecha del punto a, es: 


lím a ,-- --f \ = lím,.-^r ■ lím,. 


f(x n ) 

Resulta lím a *-^|j = 0. pues el límite del denominador es infinito y el numerad 

í(x ) 

es una constante. Análogamente, lím..- 5 -^ = 0. 

a g(x) 


Luego, lím a .^ = lím..M (3 ). 

Ahora bien, c depende de x y está entre x y x 0 . 


a + h a + 8 


Como lím ,.—= ¿\Ve > 0 3h > 0 / x e (a; a- 1 -h) 

g’(x) 


<‘\ <€: 


Encontrado h > 0, cualquier número positivo h’ menor que h satisface la expre¬ 
sión anterior, i Basta buscar h' suficientemente pequeño, o sea, tomar x suficiente¬ 
mente próximo al punto a para que el punto c pertenezca al intervalo (a; a + h) y se 
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| también 


/ < e. 


Lultn, entonces, lím, - = (, y reemplazando en (3) es: lím a .—= (. 

g'(c) 9W 

jl Igual forma se prueba la propiedad a izquierda del punto a, y vale, por lo tan- 
| |l punto a. 


HiiA =lim 0 . se ^- = lím 0 - 

_L i : 


El teorema 3 es también válido, en las mismas condiciones, para x—> *x. 

! tos demás casos de indeterminación (pág. 154) pueden llevarse a ios casos ar.- 
íres mediante recursos algebraicos o aplicando logaritmos. 


|Mo 3: producto de un infinitésimo por un infinito 

Trataremos de calcular < = lton^tg^it-^x -'-yy 

Para poder aplicar el teorema 1 escribiremos el producto anterior como cociente 
h dos infinitésimos en el punto 


7 T 

X- 

2 

Resulta ( = lím -= |f m 

t cotg x 4 


= - 1 . 


Cuso 4: suma de dos infinitos de signos opuestos 


Deseamos calcular ( = lím 


ím3 C x - 3 ln(x - 2) J 


.j l x 3 | n ( x - 2) J 

La expresión anterior puede escribirse como el cociente de dos infinitésimos en 
ni punto 3. 


ln(x-2)-x t 3 =|f _ 1Z 2-. 

3 (x - 3) ln(x - 2) 3 |n(x _ 2)+ JLlA 

, x - 2 

teorema 1 
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Iim3 ' (x - 2) ln(x - 2) + X - 3 hm3 ' ln(x - 2) + 2 2 ' 

V- - - t 

teorema 1 

En general, si se desea expresar la resta de dos funciones como un cocien 
se recurre al siguiente artificio algebraico: 

_J_1_ 

f( X ) - g(x) = f < X > ( f(x) ^ 0 | A g (x ) * o). 

f(x)g(x) 


Caso 5: límite de una función potencial exponencial si la base 
tiende al número 1 y el exponente a infinito 


( 3 \ 2x 

1 + — J . 

Aplicando logaritmos, si f(x) = ^ 1 + — i e s: 

Jn./{x) = 2x • Jn ^ 1 + • 

Luego, lím^ [lnf(x)] = lím.^x In^l + J = 


ln(i + -2.) 2) 

= | ím _-= | ím+x X + 3 J| x = !ím + = lím *> 6 = 6 


teorema 2 


teorema 3 


Iíitu *[ln f(x)] = 6 => In [línu , f(x)] = 6 (pág. 141). 
Luego, lím, x - f(x) = e 6 . 


Caso 6: límite de una función potencial exponencial si la base y 
el exponente son infinitésimos 


Calcular e = lím 0 .(x*). 

Si f(x) = x*, es lnf(x) = xlnx. 


Iím 0 *(ln x x ) = línv(xlnx) = línv^p = lím 0 .-^-= lím 0 .(-x) = 0. 


teorema 3 
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Ilm 0 (In x x ) = 0 => ln(lím 0 x x ) = 0yln^=0=» e = e° = 
Luego, lím 0 .(x x ) = 1. 

Caso 7: límite de una función potencial exponencial si la base 
•8 un infinito y el exponente es un infinitésimo 

( ■j \ sen x 

—j 

( H»m 1 

Yj , eslnf(x) = sen x • In —. 

Luego, 

lím 0 [In f(x)] = lím 0 .j^senx ln(-^-)J = 


III A ,, 

V- = lim 0 . 


cosec x 


teorema 3 


-eos x 
sen 2 x 


= lím 0 . 


sen x sen x 


Luego, lím 0 *f(x) = e° = 1. 

Nota: La regla de L’Hópital, que permite, en el cálculo del límite, reemplazar a 
ciertas funciones por sus derivadas, sólo puede aplicarse, como se ha indicado, al 
cociente de dos infinitésimos o al cociente de dos infinitos. Los restantes casos de in¬ 
determinación del límite deben reducirse previamente a uno de los doscasos mencio¬ 
nados mediante operaciones algebraicas o mediante la.aplicación de logaritmos. 


EJERCICIOS 


Calcular los siguientes límites aplicando la regla de L Hópital : 


a) lím, 


d) lím. 


g) lím 0 - 


x 2 - 4x + 3 


b) lím 


x 2 + 5x 
0 x 2 - 2x 


c) lím 3-3 


x - 3 
x 3 - 27 


tg x 

ln(x + 1) 


, ,, 3x(e* - 1) eos x 

e lim 0 — 1 - 

u sen 2 x 

,, .. x - tg x 


.. .. sen x - x 

f ) lim 0 q2x _~ 

.... x - sen x 
0 1'^-^- 


2) Calcular aplicando la regla de L'Hópital ^ ; 


a) lím. 


x 2 + 3x 
x 3 - 1 


.. i- tg x 

b) hm ^-^-- 

2 cotg - x) 
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e) lím. 


* In x 
In x + x 


3) Aplicar la regla de L'Hópital (O • x) 
a) lím,[ln x cotg (1 - x)] 


d) lím 0 -”19 x 
cotg 5x 

.. In x 
f lim. x —=- 
x 3 


b) lím 0 [( 2 x - x 2 ) • cotg x] 


c) lím ^jjg x (x - J d) lím 0 [In (5x) (2x - sen x)] 


4) Aplicar la regla de L’Hópital (x - x) 


a) lím, (— -—) 

1 V x - 1 In x / 

c) lím „ (— -tg x\ 

"V-f ) 

, .. Tln(x + 1) 1 

e) - _ 


b) lím 0 ( e 2 * _ 1 sen 2 x ) 
d) ~ cosec x^ 


<) lím 0 £ 


cosec 2 x 


5) Aplicar la regla de L’Hópítar 


... / 2 x + 1 \ x ~ 2 

a) " m --U + 3) 

b) lím, ( 2 x - i)“’9( x - ’> 

1 

c) lím 0 ( 2 x + e x ) senx 

d) lím 0 (x + 1 ) sec ^ T 

e) lím,( 3x + 1 V 

f) lím,(1 + 3\nx) msec ^ 

6 ) Aplicar la regla de L’Hópital (0°): 


a) lím,.(x - 1) x ~ 1 

(í - xl 

c) lím n .(eos x) ' ' 

T 

b) lím,.( x _ i)in« 

d) límo.x 5 ®" x 

e) lím 0 .(sen x)’ 9X 

1 

f) lím 0 .(sen x) 1 ™ 

7) Aplicar la regla de L’Hópital (x°): 


a)lí m „( T ) 

b) lím 0 .(cotg x) senx 

1 

c) lím. ,(x 3 - 2 )" snr . 

2 

d) lím, (3 + x) x 

e) lím, (tgx) C0SX 
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IX. Estudio completo de funciones 

Como síntesis de los temas expuestos en este capítulo y en los capítulos de límite 
y continuidad haremos ahora el estudio completo de algunas funciones. 


Ejemplo 1 

I: x —> |x 2 - 161 + |x 2 - 4| - 7 

x<-4=> x 2 - 16 > 0 a x 2 - 4 > 0 

4 < x < -2 => x 2 - 16 s 0 a x 2 - 4 > 0 

2 < x < 2 => x 2 - 16 < 0 a x 2 - 4 s 0 

2<x<4 => x 2 - 16<0 a x 2 - 4 > 0 

x>4 => x 2 -1S>0 a x 2 - 4 > 0 


f(x) = 2x 2 - 27 
f(x) = 5 

f(x) = -2x 2 + 13 

f(x) = 5 

f(x) = 2x 2 - 27 


Luego, D, — R, y f puede definirse también de la siguiente manera: 

í 2x 2 - 27 srfx|.&4 
f :x ~M 5 sí 2 ¡x| < 4 

[-2x 2 + 13 si |x[ < 2 

I es función par, pues Vx:f(x) = f( — x). 



sí [xf > 4 
si 2 < |x| < 4 
si Ixl < 2 
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Puntos críticos 


no3f'(x)s¡x= -4 v x= -2 v x = 2 v x = 4. 
f’(x) = O si x = O v xt(-4;-2) v xr(2;4). 

Monotonía 

f’(x) > O si x > 4 v - 2 < x < 0. 

Luego, f crece en (- 2; 0) y en (4; + x) 
f (x) < 0 si x<-4 v 0<x<2. 

Luego, f decrece en (0; 2) y en (-x; -4). 

Concavidad 

(f"(x) = 4 si |x| > 4) a (f”(x) = -4 si |x| < 2). 

Por lo tanto, la concavidad es positiva en (-x; -4) y en (4; +x), y es negativa 
en (- 2 ; 2 ). 

Extremos 

i" ( 0 ) = -4 < 0 => f( 0 ) máximo local 
f(x) mínimo local si x e [ -4; -2] v x e [2; 4], 

El valor de cada mínimo local es 5, que es también mínimo absoluto. 

Rec, = [5; +x). 

La función no tiene máximo absoluto, pues lím x f(x) = +x. 

Ejemplo 2 

f: x —* e ( 3x *> 

D, = R lím,f(x) = 0 =» y = 0 asíntota horizontal. 

f'(x) = - 6 x e ( 3x ’>. 

Puntos críticos 


0 es punto crítico pues f’( 0 ) = 0 . 


Monotonía 

f' (x) > 0 si x < 0. Luego, f crece si x < 0. 
f’ (x) < 0 si x > 0. Luego, f decrece si x > 0. 
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Concavidad 

f”(x) = - 6 e ( 3xJ) + 36x 2 e ( 3xi) => f"(x) = e ( 3xS > (36x 2 - 6 ). 
f ( 0 ) = - 6 => f"( 0)<0 => f( 0 ) máximo local. 

f"(x) > 0 <=> 36x 2 > 6 <=> x 2 > — <=> ¡x| > —— 

6 11 6 ' 

Luego, la concavidad del gráfico es positiva en (^- — jyen 


f"(x) < 0 si |x| < - 


Luego, la concavidad es negativa en 


„/V6 


y/6. >/6 
6 ’ 6 , 


0 indica que puede haber puntos de inflexión en 




Como en ambos puntos cambia el sentido de la concavidad, ambos son puntos 
de inflexión. 

Si existe f”' y esta derivada no se anula en los puntos donde es nula f", puede 
demostrarse que hay inflexión en el punto correspondiente sobre la curva (Dáa. 31 4 t 
En nuestro caso: ' 

f"'(x) = 108xe<- 3x! > - 216x 3 e t - 3x! » f'"(x) = 108xe ( - 3x! » (1 -2X 2 ) =» 


= '"'Or) - « * a 

Volvemos a afirmar, entonces, que 6 ^ ( 

tos de inflexión. 


La función es par, pues f(-x) = e ( 3x ’> = f( X ) 
Rec, = (0; 1] 


- -j- \ 

—; e j son pun- 


1 -y/6 0 V6 1 
6 6 
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f(0) = 1 es máximo local y absoluto. 

La función tiene ínfimo, que es el número 0, pero no tiene mínimo absoluto, púa 
0 é Rec,. 


Ejemplo 3 


D, = FT - {1 } 


lím t f(x) = x => x = 1 asíntota vertical (lí m i*-¡~ = +=c a lím,_ 


(por regla de L’Hópital). 


Iím 0 *i— = 0 . 
In x 


f'(x) = ln * 1 In x = 1 => f (x) = 0. 

In ¿ x 

Osea, f'(e) = 0 => e punto crítico. 

Monotonía 

Como el denominador de4': fn 2 x = [In x ] 2 es siempre positivo, el signo de f' 
depende del numerador. 

In x > 1 c=> In x > |n e => x > e => f' (x) > 0 => f crece. 

In x < 1 <=> In x < In e => x < e => f'(x) < 0 => f decrece. 

Luego, f crece en (e; + x) y decrece en (0; 1) y en (1; e). 

Concavidad 


- (In x - 1 ) 


f"(x) = 


2 In x - In 2 x 
x ln 4 x 


f"(x) = 


- 1 V"/ . 

x ln J x 

f”(e) > 0 => f(e) mínimo local. 

Para que f''(x) sea positiva se presentan dos posibilidades: 

1) 2 - In x > 0 a x In 3 x > 0 <=> In x < 2 a In x > 0 c=> In x < In e 2 a 

a In x > In 1 <=> x <e 2 a x > 1 «=>1<x<e 2 

2) 2 - In x < 0 a x In 3 x < 0 < = ^ x > e 2 a x < 1, que no puede verificarse. 
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9) f: x —* 3x 2 + — 


10J f: x - 


|x 2 - 4| 


11 ) f; x—> + x ~ 12 ¡ 

x + 1 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPITULO 7 


Sección III 


1 ) f: c = 1 


t: c = 0 


2 ) f: c, = 


/-7 + \7~65~ 
' 2 

1 + \/93 


'-1 + \/HÍ 


Sección IV 

1 ) f crece six > — 1 — y decrece six < - 4 -. 

'j 3 

g decrece si x > v x < y crece s ¡ _ < x < 

h decrece si - 4 < x < 1 y crece si x > 1 v x < - 4. 

3 i 

r crece six <— v x >1 y decrece si-jr-< x < 1 . 

m crece six <1 v x >1 s crece six >-3 v x <-3 

2) f crece en y en (4;+*) y decrece en 

9 crece en (- x; — 1) y en ( 1 ; + x) y decrece en (- 1 ; 1 ). 

h crece en ^ 0 ;~^ y decrece en 


3) f: Vx e R 


g:x< — vx>3 


h: x > 2 v x < -2 


m: x < 1 v x > 1 


s: x < 3 


4) f: x > 3 


g: x < -1 v 0 <x < 1 h:- 1 <x< — 

5 


r: x < 0 


m: -3 < x < 2 


s: x < -2 v x > -2 


292 


I 


clón V 




) 1(0) = 5 máximo local 9 (y) = —y-mínimo local 


h: no hay 


) 1 ( 0 ) y f( 2 ) mínimos locales; f( 1 ) máximo local 
h( 0 ) máximo local y h( 2 ) mínimo local 


s(0) = 3 máximo local 


3) l(|) míni 


mínimo local 


,(}) mí, 


mínimo local 


s( 1 ) = 0 mínimo local s( 2 ) = 0 mínimo local s( 0 ) máximo local 


máximo local n(3) = -17 mínimo local 



i 1 ) 

V 5 / ma 


V 5 / máximo local t( 1 ) = 0 mínimo local ¿’(-l) = 3 mínimo local 

m (- 3 ) = -§ÍL m á x ¡ mo | oca j m( 2 ) => - mínimo local 
J 6 

g(1) = -2 mínimo local g(-2) = 25 máximo local 

u(3) = -22 mínimo local 

v(0) = 4 máximo local v(2) = -44 mínimo local v(-2) = -44 máximo local 


Socción VI 

1) f: tipo 2: c, = -4, tipo 3: c 2 = - 6 , c 3 = -1 

g: tipo 3 : 0 , = -3, c 2 = 4 

h: tipo 3: c, = -4, c 2 = 0 

t: tipo 2: c, = 0, tipo 3: c 2 = -1, c 3 = 1 

s: tipo 1 : todos los puntos del intervalo (- 1 ; 1 ), tipo 2 : c, = - 1 , c 2 = 1 

m:t¡po 1 :c, = c 2 = —tipo 2 : c 3 = o 

n:t¡po 1:c, = 1 tipo 2:c 2 = v'3 , c 3 = -V3,c 4 = -4 

r:tipo 1 :c, = —1 tipo 2 :c 2 = - 5 ,c 3 = 3 

2 ) 1 ) f( 0 ) = 5 máximo absoluto, g ^—|—^= mínimo absoluto, h: no hay 

2) t(0) = f(2) = 0 mínimo absoluto, h: no hay, s(0) = 3 máximo absoluto 

3 ) f (l") minimo ^soluto, h (-|) mínimo absoluto, r( 0 ) máximo absoluto, 
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s( — 1) = s(2) = O mínimo absoluto p: no hay n(3) = -17 mínimo 
absoluto t: no hay, (: no hay, m: no hay, g: no hay, u(3) = -22 mínimo 
absoluto, v(2) = v(-2) = -44 mínimo absoluto 

3) f(0) mínimo local y absoluto. No hay máximos locales ni absoluto 

g(0) = 1 mínimo local y absoluto 

r: no hay extremos locales en [1; 9], r(1) máximo absoluto, 
r(9) mínimo absoluto 

h(1 + \Í2) mínimo local, h(1 - \/2) máximo local 
p(-1) mínimo absoluto, p(1) máximo absoluto 


q(3) máximo absoluto, q 


— í mínimo absoluto. 
3 / 


v \~^J = “ mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 

s(3) = 0 mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 
t(-1) = -3 mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 
u; no hay extremos absolutos 
m(-1) máximo absoluto, m(3) mínimo absoluto 
n(0) máximo absoluto; no hay mínimo absoluto 
C{3) = 9 máximo absoluto; no hay mínimo absoluto 
w(-2) = 1 mínimo absoluto; no hay máximo absoluto 

4) triángulo equilátero de lado 4 

5) el radio de la base del cilindro es 4 y su altura 8 

6) 50 y 50 

7) cuadrado de lado 10 

8) triángulo equilátero de lado \ÍZ 

9) radio = 3 1— 


10) base 3 y altura 5 

11) altura 50 y base 100 

12) altura 3 y base 2 

13) altura 2 y base 4 

14) altura de la caja es— 

15) x = V2 

16) radio 2 
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17) radio 5 


18) radio 

19) radio 4 \Í2 y altura 16 


20) radio 


4 + 7T 


22) t = f p 


23) e = p 

24) altura = - 


2a VÜ 


25) 7, = - 4 - a - ^ ; e 2 = 

5 5 


27) lado = 2a 

28) 16 - 2 V3 

Sección Vil 


1) g: si x < 


h: si -1 < x < 0 v x > 


r: si Ixl > ■ 


r: si x < - ■ 


f: si x > -- 


2) f: si 0 < x < 1; g:six<0; h: si x < — 1; 


m: si x <-; s; si x < 0; 

3 


n: en R. 


3) f; (0; 0); g:(0;0),(\/3;^~);(-h; no hay; 

- ( ;V( ‘[MaK- ’.)( - 

m: (i;°).(-|; =[ ¡ A 5) ) • - d;3); 

w: (0; 5), (2;-11) 

4) a) concavidad positiva en (-oc;- : 2)y en (3; +oc) y negativa en (-2; 3) 
b) concavidad positiva en (-=c;X)) y en <1; +oc) y negativa en (0; 1) 
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c) concavidad positiva en R 
5) a) b,y-|x-| 


Sección VIII 


1) 

a) -1 

5.1 
b) - T c) ~¡7 

d) 0 

e) 3 

f) 0 

2) 

a) 0 

b) 1 

C) +x 

d) 5 

e) 0 

f) Q 

3) 

a) -1 

b) 2 

c) -1 

d) 0 



4) 

a) ~{ 

b) c) x 

d) 0 

e) i 

f)-l 

3 

5) 

< 

b) e 2 

c) e 3 

d) e 

e) e _1 

f) e 

6) 

a) 1 

b) 1 

c) 1 

d) 1 

e) 1 

f) e 

7) 

a) 1 

b) 1 

c) e 3 

d) 1 

e) 1 

f) 1 


Sección IX 

1) D, = R - {-3} A.V.: x = -3A.O.:y = 3-x 

f crece en (-6; -3) y en (-3; 0) f decrece en (0; +x)yen(-x; -6) 
Concavidad positiva en (-»; -3) y negativa en (-3;+oc) 
f( — 6) = 12 mínimo local y f(0) = 0 máximo local. 

No hay extremos absolutos. No hay puntos de inflexión 


^ Rec, = (-*; 0] u [12;+*) 


\ \ - 12 

\ I ; 

'k 

I 

-3. O" \ 
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f"(x) = 


2x(3 - x 2 ) 
(x 2 + I) 3 


o\ r, , . X 2 (X 2 + 3) 

2) o, = R A.O.: y = x f M = (x z + 1)2 

f crece en R. 

No hay extremos locales ni absolutos. Concavidad negativa en (~V3;0) y 
en (s/"3; + °°) y positiva en (0; \[3) y en (-«; -~/3). 


i rW* a T 5 y 


son puntos de inflexión 



3) D, = R. Puntos críticos -3 y 2 


’x 2 + 4x + 11 si x < -3 
' x 2 - 4x - 13 six > -3 

f decrece en (-x; 2) y crece en (2; +x) 
1(2) = -17 mínimo local y absoluto 
Concavidad positiva en R 

Rec, = {y/y > -17} 






4) D, = R - {- 2 } 


2 A.V. 


y = x - 3 A. oblicua 


Puntos críticos: (-2 + V 6 ) y (-2 - V 6 ) inters. eje x: (0; 0) y (1; 0) 

Hx) = -*1±iL. - . 2 = 12 

(x + 2) 2 ( } (x + 2) 3 

f crece en (-w; -2 - \/" 6 ) y en (-2 + V^ 6 ; +x) 
f decrece en (-2 - V“ 6 ; - 2 ) y en (- 2 ; -2 + \/" 6 ) 
f( —2 — V 6 ) máximo local 
f(-2 + V 6 ) mínimo local 
Concavidad negativa en (-»; -2) 

Concavidad positiva en (-2; +») 

Rec, = oo; —5 — 2^6 U ^2v6~— 5; + 

No hay extremos absolutos: 

lím_,f(x) = -x => no hay mínimo absoluto 

lím + =c f(x) = +=e =* no hay máximo absoluto 


-2-VT -2 


¿y 


\ ^ x 
\ y/' 

/ 


X+-3 


5) D, - R y = 0 A.H. función impar f'(x) = 
Puntos críticos: 2 y -2. 

f crece en (-2;2) y decrece en (-o,; -2) y en (2; +») 
f(- 2 ) = --|-es mínimo local y absoluto 

f( 2 ) = - 7 -es máximo local y absoluto f”(x) = - 6x (* 2 ~ 12 ) 

4 (x 2 + 4 ) 3 

Concavidad positiva en (-2 \^3; 0 ) y en (2 v r 3; +*) 
Concavidad negativa en(-»; -2 V 3 ) y en ( 0 ; 2 V" 3 ). 


12 - 3x 2 
(x 2 + 4 ) 2 


298 


Punios de inflexión: (0; 0 ), ^-2 \ 3 : - ^ / y \ 2 V 3: 



6 ) D, = R — 12) x = 2A.V. y = 0A.H. 

- 2 x 3 - 8 


f'(x) = 


(x 3 - 8) 2 


Punto crítico: - V4~ 
í crece en (-x; - \^4) 

I decrece en (- -^4; 2 ) y en ( 2 ; + x) 
l( -\ /r 4) máximo local 

_ 6x 2 (x 3 + 16) Concavidad positiva en (-»; -2^2) 
(x 3 - 8) 3 Concavidad negativa en (- 2 \ 2 ; 2) 

Punto de inflexión: Rec. = R 












10) 


——- si |x| a 2 

X 

4 _ y 2 

- si |x| < 2 a Xít 0 

X 

Puntos críticos: 2 y 2 , donde no 3 f' 

Función impar 

f crece en (-»; - 2 ) y en ( 2 ; + «) 
f decrece en (- 2 ; 0) y en (0; 2 ) 
f ( — 2 ) máximo local y f( 2 ) minimo local 
Concavidad negativa en (2;+oo) y en (-2; 0) 

Concavidad positiva en (-»; - 2 ) y en ( 0 ; 2 ) 

No existen extremos absolutos 

(( 2 ; 0 ) y (— 2 ; 0 ) no son puntos de inflexión, pues en ellos no hay recta tan- 



Puntcs críticos: - 4 y 3 


f crece en (-x; -4) y en (3; +x) 

f decrece en (-4; -1) y en (-1;3) 

f(-4) = -3 máximo local f(3) = -3 mínimo local 

Concavidad positiva en(-*; - 4 ) y en (- 1 ; 3 ) 

Concavidad negativa en(3; +x) y en (- 4 ; -i) 

No existen extremos absolutos 
Rec, = R 
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8. FORMULA DE TAYLOR 

Los polinomios en una variable, con coeficientes reales, determinan funciones 
simples que tienen la propiedad de ser derivables. Si el polinomio es de grado n, ad¬ 
mite n polinomios, no idénticamente nulos, que son sus derivadas sucesivas. . 

En mucnas ocasiones resulta conveniente aproximar una función derivable no 
poiinómica mediante un polinomio particularmente elegido, y precisar la aproxima¬ 
ción o error que se comete al reemplazar el valor de la función en un punto cualquiera 
x de su dominio por el valor, en el mismo punto, del polinomio seleccionado. 

Es decir, si f es la función considerada y p el polinomio que la reemplaza, inte¬ 
resa conocer, para el número x del dominio, el valor de la diferencia 

r(x) = f(x) - p(x). 

Si una función f tiene n derivadas sucesivas finitas en un punto c, existe y es 
único el polinomio de grado n cuyas derivadas sucesivas coinciden con las derivadas 
de la función f. Para comprobarlo consideraremos previamente la expresión de los 
coeficientes de un polinomio cualquiera utilizando sus derivadas sucesivas. 


I. Polinomio de Tayior* 

Sea p la función poiinómica de grado n y coeficientes reales A 0 . A,, A 2 , . .A n . 

Es decir, p: x —> A 0 + A,x + A 2 x 2 + A 3 x 3 + .+ A n x n . 

Si c es un número real cualquiera, siempre es posible expresar el polinomio p 
según las potencias del binomio (x - c), para lo cual basta efectuar las divisiones su¬ 
cesivas por dicho binomio. 

Se obtiene así una expresión del tipo siguiente: 

p: x—> a 0 + a,(x - c) + a 2 (x - c) 2 + a 3 (x - c) 3 + ... - a n (x - c) n . 

O sea, Vx e R: p(x) = a 0 + a,(x - c) + a 2 (x - c) 2 + a 3 (x - c) 3 + ... + 

+ a n (x - c) n (1). 

Brooks Tayior (1685-1731). Su obra más importante. Introducción al cálculo de diferencias fi¬ 
nitas, queda resumida en la famosa fórmula que lleva su nombre. Cultivó además física, música, 
pintura y filosofía. 



Calcularemos sus n derivadas sucesivas: 

Vx: p'(x) = a, + 2a 2 (x - c) + 3a 3 (x - c) 2 + 


P”(x) 

P”’(x) 


2a 2 + 3! a 3 (x - c) + .... + n (n - 1 ) a n (x - c)"- 2 
3 ' 33 + . + n ( n - 1) (n - 2) ajx - c)"- 3 


p ,n, (x) — n! a n (como puede demostrarse por inducción). 

En el punto c las funciones determinadas por las expresiones anteriores alcan¬ 
zan los valores siguientes: 

p(c) = ao, p’(c) = a,, p” (c) = 2 ! a 2 , p”’(c) = 3 !a 3 ,..., p< n >(c) = n!a n . 

Por lo tanto resulta: 

Po = P(c), a, = p'(c), a 2 = a 3 = £—M a _ P (n) (c) 

2! 3 3! ’ " n n r • 

Reemplazando en ( 1 ) es: 

P(x) = P(c) + p'(c) (x - c) + -E^SL (x - c ) 2 + .+ P^M {x _ c) n 

2 ! n! 

que recibe el nombre de polinomio de Tgylor. 

Si se considera f ( 0 , (x) = f(x) y se recuerda que 0 ! = í, la expresión anterior 
puede condensarse de la siguiente manera: 

p,x> - ¿ s T' (c) ^ - c) \ 

h = 0 - n! 

Si se elige, en especial, c = 0, el polinomio queda expresado en la forma: 

p(x) = p(0) + p'(0)x + BBM X 2 + .+ £ÜM x n 

2 ! n! 

o P(x) = ± -EÍÍMíl. 

que recibe el nombre de polinomio de Maciaurin'. 


Aplicación 

La fórmula de Tayior permite expresar un polinomio según las potencias del bi¬ 
nomio (x - c) sin necesidad de efectuar las divisiones sucesivas. Para ello basta 
hallar su valor y el de sus derivadas en el punto c y aplicar la fórmula. 

Por ejemplo, se desea expresar el polinomio. 

p(x) = x 4 - 7x 3 + x 2 - 2x + 1 
según potencias del binomio (x + 1). 

• Colín Maciaurin (1698-1746). Fue discípulo de Newton y profesor en la Universidad de 


304 


305 








p' (X) = 4x 3 - 21x 2 + 2x -2 =» p'(-1) = -29 

p" (x) = 12x 2 - 42x 2 =» p" ( —1-) = 56 

P"' (x) = 24x - 42 => P " (-1) = -66 


p lv (x) = 24 

Además, p( — 1) = 12 
Luego, 


- 1 ) = -66 
1) = 24 


p(x) = 12 - 29(x * 1) 
p(x) = 12 - 29(x + 1) 


-fr (X - I) 2 - -^(x - i) 3 - -fr(x - i) 4 
28(x + I ) 2 - 11 (x + 1) 3 + (x + I ) 4 


EJERCICIOS 

1) Escribir p(x) = x 4 + x 3 - x 2 - 6 x - 6 según potencias de (x + 1) 
a) por divisiones sucesivas; b) por fórmuia de Taylor. 

2) Escribir p(x) = 3x 3 - 13x 2 + 14x + 7 según pótencías de (x - 2) aplicando la 
fórmula de Taylor. 


I!. Fórmuia de Taylor 

Sea f una función con n derivadas sucesivas finitas en cualquier punto de un in¬ 
tervalo I. Si c e I, dichas derivadas finitas en c son; 


f’(c), f”(c). 


f (n) (C). 


El polinomio 

p{x) = f(c) + f'(c) (x - c) 


- (x - c ) 2 + 


■(x - c) n 


PW - hW 1 vw V* - w 2 \ "' n! 

es el polinomio de Taylor correspondiente a la función f en el punto c. Sus n deri¬ 
vadas sucesivas coinciden, en el punto c, con las derivadas de la función f: 

p'(c) = f (c), p”(c) = f”(c) ... p (n) (c) = f> n) (c) y, además, p(c) = f(c). 
Consideremos, por ejemplo, la función f: x —» e x . 

Sus derivadas sucesivas son Vx: f'(x) = e x = f"(x) = ... = f <n1 (x). 

El polinomio de Taylor correspondiente a f en el punto c = 1. es: 

p(x) = f( 1 ) + f’( 1 ) (x - 1 ) + (x - I ) 2 + ... + (x - 1 ) n (D. 


y en este caso, f ( 1 ) = f' ( 1 ) = .... = f (n, ( 1 ) = e 1 - e. 
Luego, reemplazando en (1), es: 

p(x) = e + e(x - 1 ) + -|p(x - I ) 2 + ... + -^-(x - 1 ) n 
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p(x) = ¿ -zr (* - 1 ) h - 


Interesa conocer el valor de r(x) = f(x) - p(x), 


o sea, de r(x) = e x - ^ —r¡-(x ~ "O” 


on un punto x perteneciente a un entorno del punto c = 1 . 

El valor r(x) se llama resto de Taylor o término complementario, y su valor depen¬ 
de, para cada x, de h. 

Si h = 1, es r(x) = e x - [e + e(x - 1 )] = e x - ex. 

Si h = 2, es r(x) = e x - Je + e(x - 1 ) + e ^ x 2 — j = 


e x - e x - — (x 2 - 2 x + 1 ) = 
2 


x _ e_ _ e 
6 2 2 


Por lo tanto, para x próximo a 1, el resto considerado se hace menor al aumentar 
el grado del polinomio que aproxima la función. 

Si h = 1, es decir, si se considera el polinomio de Taylor de primer grado, la 
aproximación obtenida se llama aproximación lineal de la función en el punto elegido. 
Si h = 2, es decir, si el polinomio es de segundo grado, la aproximación es cuadrá¬ 
tica, etcétera. 

Hallaremos, en general, la expresión del resto de Taylor mediante el siguiente 
teorema. 

Teorema 


Sea f una función con derivada finita de orden (n + 1 ) en todos los puntos de un 
entorno del punto c. Si x es un punto cualquiera de dicho entorno, entonces existe 
un punto z entre x y c tal que: 

f(n+1) 

f(x) = Pn(x)+ 7írn)! (x - c)n+1 ’ 

donde p n es el polinomio de Taylor, de grado n, correspondiente a f en el punto c. 
O sea, 

f(x) = f(c) + f'(c) (x - c) + ... + (x - c) n + < x ~ c ) n+1 

Demostraremos el teorema para un punto x ubicado en el semientorno a derecha 
del punto c. Una demostración análoga puede hacerse para un punto x en el semien¬ 
torno a izquierda. 
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Demostración 


Sea x un punto del entorno considerado i x > c. El punto x es un punto fijo para j 
toda la demostración. 


c-8 c zxc+8 

Definiremos en el intervalo [c;-x] dos funciones auxiliares F y G de la siguiente 
manera: 

Vt e [c; x]: F(t) = f(x) - f(t) - f'(t) (x - t) - f"(t) - f (n) (t) (x ~ t} - 

y G(t) = (x-t) n + 1 

Las funciones F y G satisfacen la hipótesis del teorema generalizado del valor 
medio (pág. 250 ), y por lo tanto, 3z e (c; x) / 

F(c)--F(x) = _P(z)_ n) 

G(c) - G(x) G'(z) 

Ahora bien, F(x) = 0 y G(x) = 0, como puede observarse haciendo el reem¬ 
plazo de t por x en las expresiones que definen a las funciones F y G. 

Al calcular F' debemos tener en cuenta que f'(x) = 0, pues f(x) es una cons- 


Resulta: F' (t) = -f'(t) - f"(t) (x - t) + f'(t) - f’"(t)- 
- .- f<" + (t) (x 


■ + f"(t) (x - t) - 


Cancelando términos es: F'(t) = -f (n + 1 ) (f) 


Por lo tanto 


F'(z) = -t>" + 1 >(z)- 


Por otra parte, G'(t) = -(n + 1 ) (x - t) n y G’(z) - -(n + 1)(x z) n . 
Reemplazando en (1) es: 

-f( n + 1 >(z) (x-z) n 

F(c) _ni_ = f (nTl) (z) 

G(c) _ - (n + 1 ) (x - z) n (n+1)!' 

f(n + 1)( 2 \ 

Luego, F(c) = G(c) ^ - jyf 

Sustituyendo en la expresión anterior los valores F(c) y G(c), resulta: 

f(x) - f(c) - f'(c) (x - c) - ■ ■ ■ - f< n >(c) * n , J - = (x-c) n + 1 (n+ {)-• 

Pasando términos al segundo miembro se llega a la tesis: 
. (X-C) n . ..n + iw-i (x-c)< n+1) 


f(x) = f(c) + f(c) (x - c) + ... + f (n >(c)- 


+ f (n + 1) (z)- 


(n + 1)1 
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La expresión anterior es la fórmula de Tayíor. El término complementario tiene 
[|| misma expresión formal que los términos del polinomio de Taylor, pero el valor de 
m dorivada de orden (n + 1 ) no se calcula en el punto c sino en un punto z que está 
| Ubicado entre c y x. 

Si c = 0 se obtiene la fórmula de Maclaurin: 

f(x) = í( 0 ) + f'( 0 )x + f”( 0 ) + ... + f (n) ( 0 )-^- + f<" + ’)(z)------- 

2 ! n! (n + 1 )! 

pura z entre 0 y x, que puede indicarse z = hx si 0 < h < 1 . 

♦ Nota: Utilizando el símbolo de sumatoria, pueden precisarse algunas expresio¬ 
nes del teorema anterior. 


F(«) = f(x) - X 


f (i) (t) (x - t)‘ 


Derivando, es 


F'(t) = - S 


f< ¡ + ^(t) (x - t ) 1 v f (i) (t) (x-t) i - 1 i(- 1 ) 


Para poner en evidencia que las dos sumatorias de la última expresión coinci¬ 
den, salvo en un término, puede hacerse un cambio de notación en la primera suma- 
toria haciendo j = i + 1 y considerar en la segunda sumatoria que el término corres¬ 
pondiente a i = 0 es nulo. 

Queda: 


F'w = - 2 

i i 


fd>(t) (x - t)i- 
(j- D! 


^f (i) (t) (x - t) 1 ~ 1 —7 


F'(t) = - 2 


f<»(t) (x — t)i ~ 1 V fW(t) (X - t ) 1 


(i - 1)! 


¿i 0 - D! 


Desdoblando la primera sumatoria resulta: 


^ f<J)(t) (X - t)í - f* n+ ^(t) (X - t) n y, 

0 - DI n! + £ 


Cancelando, queda: F'(t) = —-—HíÜ-íí—ÍÜL. 

n! 


EJERCICIOS 


f<i>(t) (x-t)i - 1 

(j- 1 )! ' 


1) Fórmula de Maclaurin para la función f: x—»■ e x . 

2) Aproximar la función seno mediante un polinomio de quinto grado en el punto 


‘-f- 


3) Aproximar la función coseno mediante un polinomio de sexto grado en c = 0. 
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4) Fórmula de Taylor en los siguientes casos: 

f: x-* In x n = 5 c = 1 

g: x —> are tg x n = 4 c = 1 

h:x—♦ cosec x n = 3 c = — 

4 

5) Fórmula de Maclaurin en los siguientes casos: 

f:x—* sen x n = 7 h:x—* sec x n = 3 

g: x—> eos x n = 5 t:x->e~ x n = 4 


III. Aproximación de funciones 

El cálculo del valor de un polinomio en un punto cualquiera x, ubicado en un 
entorno de un punto c, donde se conoce el valor del mismo y de sus derivadas suce¬ 
sivas, es un problema sencillo. La fórmula de Taylor permite utilizar este cálculo sim¬ 
ple para aproximar funciones que no son polinomios, mediante el polinomio de Taylor 
correspondiente. La aproximación es más precisa cuanto mayor sea el grado del po¬ 
linomio. 

El término complementario, o resto de Taylor, permite estimar la aproximación 
obtenida, ya que es la diferencia entre el valor de la función en el punto considerado 
y el polinomio correspondiente. 

O sea, r(x) = f(x) - p(x) y también |r(x)| = |f(x) - p(x)|. 

Si se halla un número positivo e tal que |r(x)¡ < e, entonces |f(x) - p(x)| < e. 

Es decir, si se considera como valor de la función f en el punto x el valor numé¬ 
rico, en dicho punto x, del polinomio p, el error cometido es, en valor absoluto, menor 
que el número e. 

Ejemplo 1 

Aproximar f(x) = e 2x mediante un polinomio de grado 3 y acotar el error que se 
comete para x = 0 , 1 . 

Utilizamos la fórmula de Maclaurin. 


Para 

ello: 



f(x) = 

e 2x 


f( 0 ) = 1 

f'(x) = 

- 2 e 2x 


f'( 0 ) = -2 

f”(x) = 

4e 2x 

=> 

f'(0) = 4 

f'”(x) = 

8 e 2x 

=> 

f'”( 0 ) = -8 

f lv (x) = 

16e 2x 

=> 

f ,v (z) = 16e 2z con z entre 0 y 


Luego, e 2x = 1 - 2 x 4-^- - 8 -^- - 16e 

2! 3! 4! ' 

e 2x - 1 2 x - 2 x 2 - -|x 3 . 


El error de la aproximación elegida está dado por el término complementario 


r«(x) = e ^x 4 . 

ó 


Parax = 0,1 es e = con 0 < z < 0,1. 

2 10 4 

O bien e = — — 5 — A 0 < z < 10 _1 . 

3 e 22 

Para acotar el error debemos elegir una cota inferior para e 22 , ya que se encuen¬ 
tra en el denominador y el valor aumenta al disminuir éste. Para z > 0 es e 2z > 1 . 
Luego, al reemplazar e 24 por 1 , resulta: 


Como el error suele estimarse según potencias de 10, para encontrar cifras 
exactas afirmamos que 

e < — 10~ 4 => e < 10 -4 , 

O 

Si calculamos e“ 2(ai) = i - 0,2 + 0,02 - — 0,001, 

3 

i 

el valor e T = 0,818667 admite un error menor que 10 ~ 4 y tiene, por lo tanto, cua¬ 
tro cifras decimales exactas, 

i 

Es decir, e T = 0,8186. 

Ejemplo 2 

Aproximar la función logaritmo natural mediante un polinomio de cuarto grado. 
Consideremos la fórmula de Taylor con un polinomio de cuarto grado: 

f(x) = f(c) + f'(c) (x - c) + IM. (x - c ) 2 + (x - c) 3 + (x - c ) 4 + 


3! 


4! 


f v (z) 

5! 


(x - c ) 5 (zentrecyx). 


Luego, f(x) 

= In x 

Si c = 1, es f{1) 

f'(x) = 

1 

X 

f'(1) 

f”(x) = 

1 

X 2 

f”(1) 

f”'(X) = 

2 

X 3 

f"'(1) 

f lv (x) = 

3! 

v4 

f lv (1) 
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fV M = 


f v (z) = —(z entre 1 y x). 
z s 


Por lo tanto, 

p(x) = (x- 1 )-.frT 1 ) a + Jfe.-DÜ.- 3 l(x- 1 ) < 
2 3! 4! 

O sea, p(x) - (, - 1 ) - + UrJL - jr. 


para z entre 1 y x. 

Si se elige x en el intervalo (1; 1 , 1 ), es 1 < z < 1,1 y ~ < 1 . 

Considerando los valores anteriores, de ( 1 ) se obtiene: 

1 r s( x )| < —^ =» |r s (x)| < 10 ' 5 . 

Luego, In x = (x - 1) - ( x ~ lif + ( x ~ ’ 1 ) 3 _ ( x ~ 1 ) 4 

2 3 4 

con e < 10' 5 si 1 < x < 1,1. 

Por ejemplo, si elegimos x = 1,01, resulta: 

In 1,01 = 0,0099503 con 5 cifras decimales exactas, 

es decir, 

In 1,01 = 0,00995. 

EJERCICIOS 

I) Aproximar ¡as siguientes funciones mediante polinomios de grado n, acotando el 
error que se comete al despreciar el término complementario: 


f: x —> eos x 

n 

= 4 

0 < x < 0,1 

g: x—>sen x 

n 

= 5 

0 < x < 0,2 

h: x —»e* 

n 

= 4 

0 < x == 0,5 


2) Hallar v/eT con 5 cifras decimales exactas. 

3) Hallar eos ■— con 4 cifras decimales exactas. 


4) Hallar sen 0,5 con 5 cifras decimales exactas. 

5) Siendo In 3 = 1,0986, hallar In 4 con 4 cifras decimales exactas. 
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IV. Generalización de! criterio para determinar extremos 

En el capítulo anterior se dio un criterio para ubicar máximos y mínimos locales 
«n puntos interiores al dominio donde se anula la derivada primera (puntos críticos 
del tipo 1 ), que depende del signo de la derivada segunda en dicho punto. 

Ese criterio puede volver a demostrarse utilizando la fórmula de Taylor. 

Por la condición necesaria para existencia de extremos locales investigamos el 
punto c, donde f'(c) = 0 . 

La fórmula, en ese caso, es: 

f(x) = f(c) + f"(c)^^ + f'”(c)-í^i + ... + r n (x). 

Si f' ’ (c) í 0, consideramos como resto al término de segundo grado y escri¬ 
bimos: 

«(x)-f(c) = f"(z) (x ~ c)2 ( 1 ). 

Ahora bien, el signo del segundo miembro depende del signo de f"(z), pues 
Vx: ~ > 0 si x te. 


Si f'' (c) > 0 , como f’' es continua por existir f" ’, en un entorno conveniente tam¬ 
bién es f''(x) > 0. En efecto, por una propiedad de las funciones continuas (pág. 174), 
si f”(c) > 0 , entonces existe un entorno de c donde f" tiene el mismo signo que su 
límite. Eligiendo x en dicho entorno, como z está entre c y x, resulta f"(z) > 0. 

Luego, en (1) es f(x) - f(c) > 0. 

Es decir, para cualquier x perteneciente al entorno elegido de c, el valor f(x) es 
mayor que f(c), lo que asegura que f(c) es el menor valor de f en el entorno, o sea, f(c) 
es mínimo local. 


y 1 


f(x) 

—j 

f(c). 

- 

1 1 

1 1 

• 

X C X 


Análogamente, se prueba que si f"(c) < 0 , entonces f(c) es máximo local. 

O sea, llegamos nuevamente al criterio ya demostrado en la página 258. 

Pero dicho criterio no ofrece conclusiones para el caso en que la derivada se¬ 
gunda se anule en el punto considerado. 

En ese caso podemos extender el desarrollo de Taylor con n = 3. Como 
f’(c) = f"(c) = 0 , obtenemos: 

f(x) — f(c) = f» , (z) lX . - c)3 . 
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Veremos qué sucede si f'" (c) *0. 

«Suponiendo que f''' (c) > 0, por la propiedad mencionada de las funciones conti¬ 
nuas, es f"'(z) > 0 en un entorno de c. Pero (x - c) 3 cambia de signo según x se 
encuentre a izquierda o a derecha de c. 

Por lo tanto, 

f(x) - f(c) = f-(z)i l . - e ) 3 . 

es positivo si x > c y negativo si x < c. O sea, f(c) no es extremo local. 



Algo similar sucede si f'"(c) < 0. 

de inri 01 " ° tra P f rte ' COm ° f ” (C) = 0 es condición necesaria para existencia de punto 
flexión (con’tangeního (C; f(C)) * 65,6 Pün, ° es de 
Si f (c) = o, extendemos el desarrollo de Tavlor rnn n - a „ •„ 

s¡ ; TertoncelVlT'™'* Paríe ‘ S¡ f ' V(C) > °' ent0nces f(c) es mínimo 'oca™ 

si i (c) < o, entonces f(c) es máximo local. y 

Generalizando las demostraciones anteriores, vemos que si P(c) = f"( C ) - 

•• ' '. f ' (C) = ° A f,n> < c > * 0. entonces habrá extremo local si n es p¡r 

y habra inflexión, en un punto donde la recta tangente es horizontal, si n es imp^r 
O sea, si c es un punto interior ál dominio de f y la función f tiene n deriva 

% resÍha: C ° n ^ C ’ qU ® S ° n nUlaS haSta la 0rden (n ~ U inclusive, y f«")( C ) 

si n es par y f<">(c) > 0, entonces f(c) es mínimo local; 

si n es par y f <n) (c) < 0, entonces f(c) es máximo local. 

Finalmente, si n es impar, entonces (c; f(c)) es punto de inflexión. 

Ejemplo 7 

Sea f: x —> x 4 2 
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EJERCICIOS 


1) Hallar extremos locales, si existen, de las siguientes funciones: 

f: x —> x 4 - 1 t: x —»(x — 2) 4 — 5 

g:x-*-x 6 + 3 s: x —* tg x - sen x 

h: x-> (x - 4 - 5) 3 - 3 m: x —> 7 x 5 - 5 

2) Estudiar el comportamiento de f en el origen si 
f: x-> x 5 eos 2 x + (1 — eos x)Y 2 


3) Idem para f: x -»tg x - x 



V. Generalización de! criterio para determinar la concavidad 

Consideremos nuevamente la fórmula de Taylor con término complementario de 
segundo grado: 

f(x) = f(c) + f'(c) (x - c) +f"(z) —■ - 0)2 
Osea, r 2 (x) = f"( z ) 

Según se ha visto en la página 217), la ecuación de la recta tangente al gráfico 
de f en el punto (c;f(c)) es: 

t(x) = f(c) + f'(c) (x - c). 

Por lo tanto, 

f(x) [f(c) +f'(c) (x - c)] = f"(z) <=> f(x) - t(x) = f"(z) i* 2 c)2 , 

Por consideraciones ya hechas en la sección anterior, en un entorno del punto c: 

f "(c) > 0 => f"(z) > 0 => f''(z) -£-• 2 C)? > 0 => f(x) - t(x) > 0. 

Esto significa que la curva está por encima de la recta tangente en el entorno 
elegido. 
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Se llega así a la misma conclusión obtenida anteriormente (pág. 272): si 
l"(c) > 0 , entonces existe un entorno de c donde la curva está ubicada encima de la 
recta tangente, o sea, es cóncava hacia arriba. 

Análogamente, si f"(c)< 0. el gráfico es cóncavo hacia abajo. 



La fórmula de Taylor permite generalizar la conclusión anterior ya conocida para 
el caso en que se anule la segunda derivada en el punto c. 

En efecto, basta extender el desarrollo hasta la primera derivada que no se anule 
en dicho punto. 

Si f"(c) = . = f |n 1 ! (c) = 0 a f <n, (c) + 0, entonces la diferencia entre 

la ordenada de la curva y la de la recta tangente está dada por el término comple¬ 
mentario: 


Ux) = 


f (nl (z) (x 


Si la derivada enésima es continua, el signo de f |n) (z) será el mismo de f (n) (c), 
para x en un entorno conveniente. 

Si n es impar, el signo de r n (x) depende de la ubicación del punto x, a derecha 
o a izquierda del punto c. 

En efecto, (x - c) n es positivo para x a derecha de c y negativo para x a izquierda 
de c, y, cualquiera que sea el signo de f (n) (c), el término r n (x) cambia de signo 
para x ubicado a derecha o a izquierda de c. Por lo tanto, de un lado la curva está por 
encima de la recta tangente y del otro por debajo de ella, es decir, en el punto (c; f(c)) 
la curva cambia el sentido de su concavidad. Se trata, entonces, de un punto de in¬ 
flexión. En este caso, si f'(c) 0, entonces en el punto de inflexión la recta tangente 

es oblicua. 

Si n es par, en cambio, el signo de r n (x) depende del signo de f (n) (c), pues 


(x ^ c) n 


> 0 si x t c. 


Es decir. f lr "(c) > 0 indica que la curva es cóncava hacia arriba en (c; f(c)), y 
f ,n) (c) < 0 indica que es cóncava hacia abajo en dicho punto. 
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EJERCICIOS 


1) Sentido de la concavidad de los gráficos siguientes en los puntos indicados: 


h: x — (x + 2 ) 4 - 3x + 4 

en x = - 2 

f: x-» x 6 + 2 x - 1 

en x = 0 

g: x-> (x - 3 ) 2 (x + 1) + x 

en x = 3 

m: x —» -x 4 - 4x 3 - 6 x 2 - x - 

1 en x = - 1 

Puntos de inflexión en los gráficos de las siguientes funciones: 

f: x —» 2 x 3 - 1 

g: x —»(x - I ) 3 (x - 2 ) 

h: x —> 2x 4 - 3x + 5 

m: x —* „ 5 - 4x - 5 

n: x —» x 7 — 4x 3 

s: x —» sen x - x 


* VI. Contacto de curvas planas 

Consideraciones similares a las anteriores se pueden hacer respecto de los 
gráficos de dos funciones f y g que tienen en común el punto (c; f(c)), es decir, 
f(c) = g(c). 



Puede suceder que, además, f’(c) = g’(c), en cuyo caso los dos gráficos tienen 
la misma tangente en (c;f(c)). Se dice, en esta situación, que las curvas están en 
contacto en dicho punto. 

Si también es f”(c) = g”(c), el contacto es, por lo menos, de segundo orden. 
Será de segundo orden si, además, f'”(c) t g”‘(c). 

Definición 

Dos curvas asociadas a funciones escalares tienen, en un punto común, un con¬ 
tacto de segundo orden si y sólo si las derivadas primera y segunda de las funcio¬ 
nes respectivas son iguales en dicho punto, y distintas y finitas, en el mismo punto, 
ias derivadas terceras. 

Consideremos dos funciones f y g que tienen derivada tercera continua en el 
punto c. Si se cumple: f(c) = g(c) a f’(c) = g’(c) a f”(c) = g”(c) y además f”(c) £ g’”(c), 
entonces las curvas correspondientes tienen un contacto de segundo orden en 
el punto (c;f(c)). 
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Si aplicamos la fórmula de Taylor para un punto x en un entorno del punto c y 
para n = 3, resulta: 


í(x) = f(c) + f'(c) (x - c) 


• (x - c ) 2 


(x - c ) 3 


g(x) = g(c) + g’(c) (x - c) + -3-^- (x - c ) 2 + —(x - c ) 3 

Restando ambas expresiones queda: f(x) - g(x) = (x - c ) 3 — j. 

Si es f”’(c) t g”’(c) en un entorno conveniente también es f’”(z) + g”’(z), y el 
signo de la resta f(x) - g(x) depende del signo de (x - c) 3 . 

En este caso, entonces, las curvas se atraviesan en el punto (c;f(c)), -púes 
f(x) - g(x) cambia de signo según el punto x esté en el semientorno a derecha o a iz¬ 
quierda del punto c. 

Las consideraciones y las definiciones anteriores pueden generalizarse.para un 
contacto de orden n. 


Definición 

Dos curvas correspondientes a funciones que tienen derivada de orden (n + 1 ) 
en el punto c tienen un contacto de orden n en el punto (c; f(c)) si y sólo si coinciden 
los valores de las n primeras derivadas en el punto c y existen y son diferentes las de¬ 
rivadas de orden (n + 1 ) en dicho punto. 

En este caso, si f n + 1) y g <n+1) son continuas, por la fórmula de Taylor es: 

f(x)-g(x) = (x-c) (n+1) [ f ^(n + if;" '^ ■ 

Luego, si n es un número par, como (n + 1) resulta impar, la diferencia (f(x) - g(x)) 
cambia de signo a derecha e izquierda del punto c y las curvas se atraviesan en el 
punto (c; f(c)). 

Si en cambio n es impar, como (n + 1 ) resulta par, la diferencia (f( x ) ~ 9( x )) 
no cambia de signo en un entorno del punto c y las curvas no se atraviesan en el 
punto (c; f(c)J. 


y 1 

\( 

Ejemplo 


5 

- \ 

Consideremos las funciones 

¡V 

f: x —> x + 1 + 2x — y g: x —> 4 - 4x + — + 2x 2 . 

X 2 ' X 

1 

1 

1 

1 

0 

í X 
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Parac = 1, es f(c) = g(c) = 5. 

Calculemos la derivada primera de cada función. Resulta Vx ± 0: 


f’(x) = 1 


2 x 2 - 2 x( 2 x + i) 


2 x 2 - 2 x 


g'(x) = -4 - -4- + 4x. 

x 2 

Por lo tanto, f'(1) = g'( 1 ) = -3. 

Si derivamos nuevamente es: 

f ( x ) = —- L --- L = --- = - 3 - 

X o X a X 

g”( x ) = ~- 3 + 4. 


Resulta f”(1) = g”(1) = 10. 

Al calcular la tercera derivada de ambas funciones se obtiene: 


í'”(x) = 


4x 4 - 4x 3 (4x + 6 ) _ - 12x 4 - 24x 3 


12x 24 


g"’(x) = 


Resulta 


f”'(1) = -36 

g"'(i) = -18 


f'"(l) 4 g "'(1 ). 


Por lo tanto, las curvas tienen un contacto de segundo orden y se atra¬ 
viesan en el punto (1; 5). 

EJERCICIOS 


1) Orden de contacto de los gráficos de las siguientes funciones para c = 1 . 


f: x —> x + 1 + 


2 x + 1 


g: x —> —x 2 + 5(x — 1) + — 
x 

2 ) Orden de contacto en c = 2 para: 

f: x —* x 2 - 4x 7 g:x-»x 3 2x 1 


♦ VIL Curva osculatriz 


Si se considera el gráfico de una función f y un punto (c: f(c)) del mismo, otra 
curva, de una familia determinada, es la curva osculatriz al gráfico en ese punto si es 
la que tiene el contacto de orden más elevado con el gráfico. 

Por ejemplo, si la función f tiene derivadas f y f”, el polinomio 
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p(x) = f(c) + f’(c) (x - c) + —( x - c ) 2 - 

cuyo gráfico es una parábola de eje vertical, tiene, al menos, contacto de segundo 
orden con la curva asociada a f. Es, por lo tanto, la parábola osculatriz. (Cualquier 
otra parábola cuadrática que pase por el punto (c; f(c)) tiene, a lo sumo, un contac¬ 
to de primer orden con el gráfico de f.) 

Si se consideran las circunferencias que pasan por el punto (c;f(c)), interesa, 
en especial, aquella que tiene contacto de segundo orden con el gráfico de f. 

Esa circunferencia es la circunferencia osculatriz y su radio recibe el nombre de 
radio de curvatura en el punto considerado. 

La circunferencia osculatriz puede determinarse considerando que la expresión 
que la define tiene dos derivadas coincidentes con f' y f" en el punto c. 

Sea (x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 = r 2 (1) la ecuación de la circunferencia osculatriz 
buscada, donde (x 0 ; y 0 ) es el centro y r el radio. 


f r /''\ 

(x 0 ;y 0 )4-- J I 

V 

\ \ y 


Consideremos sólo un arco de circunferencia correspondiente a un entorno de 
c, con el objeto de que sea efectivamente la curva de una función (ya que la circun¬ 
ferencia completa no lo es). 

En un entorno tal como el que acabamos de mencionar es: 

(y — y o) 2 = r 2 - (x - x 0 ) 2 por ( 1 ). 

Derivando: 

2 (y - y 0 )y' = - 2 (x - x 0 ) 

(y - y 0 )y' = -(* - x o) (2). 

Derivando nuevamente: 

(y — y 0 )y" + y’ 2 = - 1 - 

Luego, y - y 0 = (3) => y o = Y + 1 y - ‘ Sl Y” * a 

Reemplazando (3) en (2): 

1 o. v' 2 , 1 + y’ 2 

x - x 0 = y’■ ( 4 ) => x 0 = x - y — ■ 

Para encontrar el radio se reemplazan los valores (3) y (4) en (1). 
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, 2 (1 + y ' 2 ) 2 (1 + y ' 2 ) 2 2 (1 + y ' 2 ) 2 , 2 ,, 2 

y 2 v „2 + —y. - rz 7 = r ^ - — y.,2 - (y 2 + i) = r 2 => 

^ (1 +y - 2 ) 3 = r2 ^ r = o +y 2 ) 3/2 
y ” 2 |y"l 

Luego, si existe la circunferencia oscuiatriz al gráfico de f en el punto (c; f(c)) 
y tiene centro (x 0 ; y 0 ) y radio r, es: 

,, ...... y'(i+y' 2 ) .... 1 +y ' 2 0 +y ' 2 ) 3/2 

" " x r ’ y ° ' y ■ r ■ r -FT~' 

donde x = c, y = f(c), y’ = f’(c), y” = f”(c). 

r es el radio de curvatura en el punto y su recíproco, si existe, es la curvatura de 
la curva en el punto considerado (en valor absoluto). El punto (x 0 ; y 0 ) es el centro de 
curvatura. 

Nota: Si se considera que la inclinación a de la recta tangente a una curva en un 
punto depende de la longitud s del arco correspondiente, puede definirse la curvatura 

en un punto como la derivada en el punto considerado. Se llega, por este ca- 

ds 

mino, a la misma fórmula anterior. 



Ejemplo 


Circunferencia oscuiatriz al gráfico de f: x—»x 2 en ( 1 : 1 ). 




EJERCICIOS 

1 ) Circunferencia oscuiatriz al gráfico de: 

f: X— x 2 - 1 en (1; 2), g: x-> x 4 - 3x en (1; -2). 

2 ) Curvatura del gráfico de f: x —> x 3 - 3 x + 5 en ( 2 ; 7 ), 

g:x^*=en 

3) Curvatura de f: x — > sen x para x = — 

2 ' 

4) Radio de cuivatura de f: x -» 4 sen x - sen 2 x para x = — 

2 

5) Centro y radio de curvatura r'ef^-» e x en ( 0 : 1 ). 

RESPUESTAS A EJERCICIOS 

CAPITULO 8 

Sección I 

1) p(x) = (x - I ) 4 - 3(x -r I ) 3 + 2(x + I ) 2 - 5(X + 1) - 1 

2) p(x) = 3(x - 2 ) 3 + 5(x - 2 ) 2 2(x - 2) 7 

Sección II 

n 

^ e> = S-fr + eZ (n Vl)! z entre 0 y x 
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V (x) = 2 x f ( 1 ) = 2 
f"(x) = 2 f"( 1 ) = 2 

, t ,-3^.-4 

V„ It - -Z_ 

ro 2 2 

r _ (1 + 4) 3/2 _ 5 vT 


(x 0 ;y 0 ) = 


En este caso, ! KI = 


2v 5 

Además, K = , pues f"(1) > 0. 

25 




l( x 

- —) 

i 2 + _jl/ x -y cosz/ 77 \ 

2 ' 

2 ) 

24 V 2 ) 120 V 2 / 

X 2 

X 4 

eos z K 

2! 

4! 

“ ■ ■ x ¿. enire x y u 

6! 


2) sen x = 1 

3) eos x = 1 


4) In, - (X - 1) - 4 - ii-Ul - i^í! 2entlexy1 

2 3 4 5 Z 5 


are tg x = -J + -l(x- l)-.-i (x L 1 ) 2 . 


-(x - I) 3 


(X - 1) 4 z(z 2 - 1) 
(z 2 + I ) 4 


cosecx = \Í2 - VT (x - ^) + - 3 V 2 ( x - 


5 sen 2 z eos z + 6 eos 3 z 
6 sen 4 z 




Y 3 y 5 Y 7 

5) sen x = x — + —-cosz-^ 

X 4 v5 

cosx = 1 + ~-senz — 

secx = 1 + x2 + 5senzcos 2 z + 6sen 3 z . x 3 
2! cos 4 z 6 


1 - x + 


2! 3! 


Sección III 

1) eos x = 1 


120 • 10 5 


< 10 7 


sen x = x 


x 3 ^ x 5 
3! 5T 


|r 6 | < 10 7 


e x = i + x 


X 4 X 3 

2! * 3! 


120 16 


2) Consideramos la fórmula de Maclaurln para e x con x = ~ y n = 6 


\ e = 1 


± + J _ (±\ 2 J _ (± \ 3 + J _ / J \ 4 1 / 1 \ 5 
2 2 V 2 / 6 V 2 / 24 \ 2 / 120 \ T / 


1 / 1 \ b 

^ 720 VT/ = 1 ' 64872 con lr 7 l < 


322.560 


3) cos^ = 0.8660 
6 


|r 7 | < 10 4 


4) sen 0,5 = 0,47942 |r 7 ¡ < 10 


5) In 4 = 1,0986 - — 
3 


_1 _ 1 _ _ 1 _ 

18 * 81 324 


= 1,3862 
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9. SUCESIONES NUMÉRICAS 


La palabra sucesión se utiliza con frecuencia en el lenguaje cotidiano y tiene el 
mismo significado que en matemática, o sea, el de un conjunto ordenado de elemen¬ 
tos. Así, se habla de la sucesión de los días o de la sucesión de los números naturales 
con la misma interpretación intuitiva. 

Al considerar una sucesión de elementos se conoce cuál es el lugar que ocupa 
cada uno mediante una regla o reglas que permiten ubicarlo. Hay un primer término al 
cual generalmente se designa a,, un segundo término a 2 , un término enésimo o ge¬ 
neral a n , etcétera. 

La sucesión suele abreviarse: 

(3 n ) = (a 1 ;a 2 ;a 3 ;a 4 ;.; a n ; a n . ...) 

y los puntos sucesivos finales indican que consideramos sucesiones de infinitos tér¬ 
minos. 


Ejemplos 

(a n ) = ( 1; T’lr ' ’ •)’ donde Vn e N: a„ = ~ 

(b n ) = ( ~1í : )’ donde Vn e N: b n = 

‘ c n = n - 1 si n es par 

(c n ) = (2; i; 4; 3: 6: 5: ...), dondeVneN:- 

. c n = n - 1 si n es impar 


• d n = 4 si n = 1 

(d n ) = (4; 2; 0; -2;-4; ...), dondeVneN:. 

r [d n = d n , -2 sin > 1 

En este último ejemplo la sucesión se ha definido por recurrencia, es decir, me¬ 
diante reglas que permiten obtener cada término a partir de los anteriores. 

La sucesión de Fibonacci: (x n ) = (1; 1; 2; 3; 5; 8 ; 13; ...) se define también por 
recurrencia haciendo 
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' x n = 1 si n = 1 

Vn e N: ■ x n = 1 si n = 2 

x n = x n _ 2 + x n _, si n > 2 

I. Sucesiones numéricas 

Se observa en los ejemplos anteriores que a cada número natural le corresponde 
un término de la sucesión y solamente uno, y que los términos de la sucesión pueden 
ser elementos de cualquier conjunto. 

Por lo tanto, una sucesión infinita es un caso particular de función cuyo dominio 
es el conjunto de los números naturales (sucesión numerable). 

Nos interesan especialmente las sucesiones de números reales, es decir, aque¬ 
llas cuyo recorrido está formado por números reales, o sea, las funciones del tipo 
s: N -* R donde D s = N y Rec s c R. 

Es decir, 1 2 3 4 5 . n . 

J, j, j, j, J, -1 

a, a 2 a 3 a 4 a 5 . a n . 

Definición 

Una sucesión numérica es una función cuyo dominio es el conjunto de los núme¬ 
ros naturales y cuyo recorrido está incluido en el conjunto de los números reales. 

s: N -> R / Vn e N: s(n) = a n . 

Consideremos la sucesión s / Vn e N: s(n) = ———, cuya representación grá¬ 
fica es la siguiente: 


Como ya se ha dicho, la sucesión suele indicarse 
(a n ) = ( a i: a 2 ; - ■ :a n ; ...). 
En el ejemplo considerado es: 
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3_. 4_._5 . 
2 ’ 3 ’ 4 ' 



y es usual, en lugar del gráfico anterior, representar directamente sus términos sobre 
la recta real de la siguiente manera: 



Como ya se ha indicado, una sucesión tiene infinitos términos, pero todos ellos 
pueden tener el mismo valor, como sucede en 

(a„) = (i; i; i; i;.)■ 

En este caso el recorrido de la sucesión es el conjunto unitario ( 1 }. 

Dos sucesiones son iguales si sus términos coinciden ordenadamente, es decir: 
(a n ) = (b n ) »VneN:a„ = b n . 

La igualdad de sucesiones no debe confundirse con la de sus recorridos. 

Por ejemplo, si (a n ) = (1;0; 1; 0;.) y (b n ) = (0; 1; 0; 1;...) 

(a n ) t (b n ) pero Rec a = Rec b = {0, 1}. 


Sucesiones acotadas 

El número real k es una cota superior de la sucesión (a n ) si y sólo siVneN:a„<k. 

Análogamente, k’ es cota inferior si y sólo si Vn e N: a n > k\ 

Una sucesión numérica que admite cotas superiores está acotada superior¬ 
mente, y si admite cotas inferiores está acotada interiormente. 

Si una sucesión admite cotas inferiores y cotas superiores se dice que está 
acotada. 

La mayor de las cotas inferiores es el extremo inferior o ínfimo de la sucesión, y 
la menor de las cotas superiores es el extremo superior o supremo de la sucesión, 
según las definiciones ya conocidas. 


Ejemplos 

(a n ) = (1; 2: 3: 4: ...: n: ...) es una sucesión acotada inferiormente. 1 es el 
ínfimo. 

(b n ) = (-2; -3; -4; -5; . -n; ...) es una sucesión acotada superior¬ 
mente. -2 es el supremo. 

(c n ) = (1; -j; ...; -Í-; ...) es una sucesión acotada. 1 es el supremo y 

0 es el ínfimo. 

EJERCICIOS 

1) Escribir cuatro términos de cada una de las siguientes sucesiones: 
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w -(-£f) *■*-.(££) 

2 ) Escribir el término general de cada una de las siguientes sucesiones: 
(a n ) = (9;-27; 81;-243; ...) (b n ) = ^±±-±-, “.) 

(c n ) = (- 1 ; i; - 1 ; 1 ; ....) 

3) Indicar cotas y extremos de las siguientes sucesiones: 

<•■>-(-£■) w-(^) *■>-((-!)") 

(d„) = ( 2 ; 1 ; 2 ; 1 ; ....) (e n ) = ....) 


II. Punto de aglomeración 

Consideremos las siguientes sucesiones numéricas: 

(a„) = (1; 0; - 1 ; 1;0; -1; ...) 

|b "> - (3:i:3:-i ; 3;Í3:-l;.) 

(c n ) = (1;-1; 2; -2; 3; -3;.) 

En (a n ) hay infinitos subíndices n para los cuales a n = 1. En efecto, a, = 

= a 4 = a 7 = .... = 1 . Análogamente, hay infinitos subíndices n para los cuales 
a n = 0 y también infinitos subíndices n para los cuales a n = -1. Es decir, elegido 
un entorno cualquiera del punto 1 , hay infinitos valores de n para los cuales a n perte¬ 
nece a dicho entorno. Lo mismo sucede para todo entorno del punto 0 y para todo en¬ 
torno del punto -1. 

Esta propiedad se indica diciendo que 1 , 0 y -1 son puntos de aglomeración de 
la sucesión (a n ). 

En general, un punto es de aglomeración si, prefijado cualquier entorno del mis¬ 
mo, hay infinitos valores de n para los cuales a n pertenece a dicho entorno. Obsér¬ 
vese que, a diferencia de lo exigido al definir punto de acumulación de un conjunto, 
el entorno que se elige no es un entorno reducido. 

En el ejemplo elegido, ninguno de los puntos de aglomeración es, al mismo tiem¬ 
po, punto de acumulación del recorrido de (a n ). 

En (b n ) hay dos puntos de aglomeración: 3 y 0. En este caso, 0 es, además, pun¬ 
to de acumulación del recorrido. 

En (c n ) no hay ningún punto de aglomeración. 


Definición 

El punto a es un punto de aglomeración de la sucesión (a n ) si y sólo si, elegido 
cualquier número positivo e, existen infinitos valores de n para los cuales se verifica 

|a n - al < e. 
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Esto significa exigir que existan infinitos subíndices n para los cuales, prefijado 
un entorno de a, se cumple que a n pertenece a dicho entorno. 

Interesan especialmente las sucesiones acotadas que tienen un único punto de 
aglomeración, el que se denomina límite de la sucesión. 


EJERCICIOS 

1) Hallar los puntos de aglomeración de cada una de las siguientes sucesiones: 


(á h ) = (1; i; i; i; ....) 

(c„>= (<-i>"4) 
(e„) = ((-l) n ) 

<«•> - m 


(bn) = (1; 2; 3; 4; ....) 

«"■» - (i) 

« - (^F) 

<** - (^) 


2) Considerar el recorrido de cada una de las sucesiones anteriores y hallar sus 
puntos de acumulación. 

3) Dar ejemplos de: 

a) sucesión acotada con dos puntos de aglomeración y ningún punto de acumu¬ 
lación en el recorrido; 

b) sucesión no acotada con punto de aglomeración único; 

c) sucesión acotada con dos puntos de acumulación en el recorrido; 

d) sucesión no acotada con dos puntos de aglomeración y un punto de acumu¬ 
lación en el recorrido. 

4) Contestar Verdadero o Falso: Una sucesión puede tener infinitos puntos de aglo¬ 
meración. Justificar. 


III. Límite de sucesiones 

Al definir sucesión como caso particular de función se pone de manifiesto que es 
posible considerar las definiciones ya dadas para límite de funciones y adaptarlas a 
restricciones de dichas funciones, cuyo dominio es el conjunto de los números natu 
rales. 

Por otra parte, en la ¡dea Intuitiva de límite, considerada en la página 122, 
ya aparece la idea de sucesión. Cuando x “se aproxima” al punto de acumula¬ 
ción a, se consideran números x,, >^, x,,... cada vez más próximos al número a. 
En ese caso, los valores correspondientes de la función: f(x 1 ), fjx^, fíXj), ... se 
aproximan al límite i. 

Es decir, se han puesto en evidencia dos sucesiones de números reales: 

(x n ) = (x,;x 2 ;x 3 ;.) 
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y (f(x n )) = (f(x,);f(x 2 );f(x 3 ): 

I orimera con límite finito a y la segunda con límite finito f. , 

Por habernos detenido en consideraciones previas al estudiar imite funcional, 
U analogía con límite de sucesiones nos lleva a dar directamente las definiciones 
Otrespondientes. 


Sucesión convergente 


Definición 


Una sucesión numérica (a n ) tiene limite finito ( si y sólo si, para cualquier nume¬ 
ro positivo e, existe un número positivo S que depende de e tal que Vn. (n e N a 

SelndicaUim a n ='/' « Ve > 0 35(e) > 0 / Vn: (n e N a n > 5 = 

=> |a n - <\ < € )- 


Una sucesión es convergente si y sólo si su límite es finito. En el caso conside- 

rad0 Obsé^esrqu^e| C °rí?inito de una sucesión corresponde al límite funcional: 

' im Gráficamente, prefijado un entorno cualquiera de t de radio e es posible deter¬ 
minar un número S tal que los términos a n de la sucesión que ventean n > Z perte¬ 
necen a dicho entorno. (Encontrado un número S que satisface la condición propues 
la. cualquier número positivo 8' > 5 también la satisface.) 



Obsérvese que una sucesión tiene límite finito t si y solo si, para cualquier e > 0, 
en el intervalo {( - e.t * e) están todos los términos de la sucesión con excepción 

de ü ^;°~'p^^r,Sde la sucesión, pe, además es el 

UniC 'Obsédese Smtóént^la definición de límite es más fuerte que la de punto de 
aglomeración En efecto, la existencia de límite finito implica la existencia de punto d 
aqlomeración único pero el reciproco es falso El contraejemplo lo dan secesiones 
qué tienen punto de aglomeración único pero no están acotadas, como se vera mas 
adelante. 


Ejemplo 1 

Consideremos la sucesión .Té’ 

Probaremos que lím a n = 0. 
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Nos preguntamos si Ve>0 38 >0/^n>6=>| 0 <e ) 


Como n > 0, 


i i 1 1 

i I < e — < e <=> n> —. 


Luego, si 8 2 —, n > 6 => n>^-=> e > -¡^ => ^ 7T <e 


— - 0 < e => lím — = 0. 
n n 


En particular, si se elige e = resulta 8 2 1000 y puede asegurarse que 

para n > 1000 es |a n | < -j^-, o sea, a partir del término a„ = inclusive, la 

diferencia entre cualquier término de la sucesión y el número 0 es menor que 0,001. 

Ejemplo 2 

Probaremos que lím ^ 3n + = 3. 

O sea, debemos probar que 

Ve > 0 38 > 0 / (n e N a n > 8 => ^I I T “ 3 < e ) 

Realizamos algunos cálculos auxiliares que nos permitan proponer un 8 adecua¬ 
do a las exigencias de la definición. 

r A • ^ 1 < e <=■ -—r- < e j<=> n + 2 > -—— 4=3 n - 2 > — . 

UA " n + 2 J n + 2 e « 

Proponemos 5>-y verificamos que satisface la definición: 

S> - => n > — => n + 2 > — => e > ——— => I--r- I < e =» 


3n + 1 

-5 

n + 2 

- 3 < c n + 2 


3n + 1 


- 3 < e. 


5 5 5 

* Obsérvese que si bien n + 2> — <=s> n >-2. no podemos elegir 8 = — — 2, 

e e e 

5 5 

pues Ve > 0 debe ser 8 > 0. En cambio, al elegir 8 = — ,es8>0yn>— => 


n + 2 > —. 

e 
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Ejemplo 3 


Demostrar lím( , ——= —. 

V 5n - 2 / 5 

C.A.: H <€~ 5n^2>-^- Z 5 n > -ü 4- 2. 

on - 2 5 1 5(5n 2) 5e 5e 


Proponemos 8 


25 e 5 


n > 8 =» n > - 


25 e 5 


5n > — + 2 
5 e 


5n 2 > 


_ 17 17 _ n + 3 1 

^ 6 >- => - < f - — — < f 

5(5n - 2) 5(5n 2) 5n - 2 5 


Sucesión divergente 

Hay algunas sucesiones, como la de los números naturales, que no tienen límite 
finito, pero sus términos, a partir de uno de ellos, superan a cualquier número positivo 
que se elija. En otros casos los términos de una sucesión, como la de los números en¬ 
teros negativos, superan en valor absoluto, a partir de uno de ellos, a cualquier núme¬ 
ro positivo e que se elija. Estas sucesiones tienen límite infinito. 


Definición 

Una sucesión (a n ) tiene límite infinito si y sólo si, para cualquier número positi¬ 
vo e, existe un número positivo 8 que depende de e tal que Vn: (neN a n >8= 3 

i a nl ^ £ )■ 

Se indica lím a n = x. 

Una sucesión es divergente si y sólo si su límite es infinito*. Este caso corres¬ 
ponde al límite funcional lím . ,f(x) = x. 

Para precisar conceptos, igual que se hizo para límite infinito de funciones, es 
preferible considerar separadamente el caso en que la sucesión numérica diverge 

a +x o * 

lím a n = x x Ve>0 38 > 0 / Vn: (neN n > 8 => a n > e). 


e a n ...a n . 1 ... 


lím a n = -x o Ve > 0 38 > 0/Vn: (n e N a n > 8 => a n < - e). 


• ■ • a n • 1 . a n - e a n , 


* Algunos autores prefieren llamar sucesión divergente a cualquier sucesión que no es conver¬ 
gente. 
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En ambos casos las sucesiones son divergentes. 


Ejemplo 1 


Sea la sucesión (n 2 ) = (1; 4; 9;.)• 

Nos preguntamos si Ve > 0 38 > 0 / (n > S => n 2 > e). 

Para cualquier número e > 0 basta determinar 5 » V e , pues 

n > \/~e => n 2 >e=» lím a n = + =c. 


Ejemplo 2 


Sea la sucesión ( -2n) = (-2; -4; -6; -8;.). 

¿Ve>0 38 > 0/(n > 8 => -2n < - e)? 

Como 2n > e <=> n > para cada e > 0 basta determinar 8 >: 


En efecto, n > 8 


n>— =» 2n > e =* -2n <-€=> lím (-2n) 
2 


Ejemplo 3 


Sea la sucesión ((-1) n • n) = (-1; 2;-3; 4;-5;.). 

¿Ve >0 38 >0/(n>8 => |(- 1) n n| = |n| = n > e)? 
Para cualquier e > 0 basta determinar 8 > e, pues 

n > 8 => n>e=> (-1) n n|>e=> lím((-1) n n) 


Ejemplo 4 


n 2 - 1 
5n + 2 


= +oo<=>Ve>0 38 >0/Vn:^neN a n>8 


5n + 2 


C.A.: n 2 - 1 > e (5n + 2) <=> n 2 - 5n e > 2e + 1 c=> n(n - 5e) > 2e + 1. 
Proponemos 8 > 7e + 1. 

n > 8 => n > 7e + 1 => n-5e>2e+1=> n(n-5e)>2e-t-1=> 


=s n 2 - 5ne > 2e + 1 => n 2 - 1 > e (5n + 2) 


5n + 2 


Sucesión oscilante 


Una sucesión es oscilante si y sólo si no tiene límite finito ni infinito. 

Por ejemplo, la sucesión = (-2; —|- 

tiene límite finito ni infinito. 
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En efecto, prefijado cualquier entorno del número 1, en él hay infinitos términos 
de la sucesión. Pero lo mismo sucede con el número -1. Luego, no se verifica ni la 

definición de límite infinito ni la de límite finito. 

1 v -1 son dos puntos de aglomeración de la sucesión propuesta. 

Obsérvese que una sucesión oscilante tiene, por lo menos, un punto de aglo- 

mera L?s n ucesión oscilante (a n ) = ( 0 ; 1; 5; 0 ; 1; 5; 0 ; ....) tiene tres puntos de agio- 

me TTs n U ?¿L“c¡," f ¡St 0 ; 2; 0 ; 3 ; 0 ; 4:....) tiene un solo pon,o de 

a9 '°Obsérvese también que°no b^st'sTla^ntód'ad^el punto de aplome,ación, como 
en el ejemplo anterior, para asegurar la ^J^eTeTnfsIfcesióí a un 

casona! de S^doST^eden demostrarse propiedades anélogas a las 

73 P ETmÍodo a derm 0 osUac tó n es totalmente similar a. utilizado en el capítulo 3 y 
da validez a las siguientes propiedades de sucesiones convergentes. 


1 . El límite de una sucesión númerica, si existe, es único. 

2 Si (a n ) y (b n ) son sucesiones convergentes, entonces (a n ± b n ) am len 
vergente y su límite es la suma (resta) de los límites. 

Es decir lírn(a n — b n ) = lím(a n ) — lím(b n ). 

3. ¡f (a n ) y (b n ) convergen, entonces el límite del producto de ambas sucesiones 

es el producto de los límites. 

Es decir, lím(a n -b n ) = lím(a n )-lfm(b n ). 


4. Si (a n ) y (b n ) convergen y lím b n V 0, entonces el límite del cociente, cuando es¬ 
te cociente existe, es el cociente de los límites. 

/an x Hm(a n ) 

O sea, lím J - mbn) ; 

5. Si (a n ) converge, entonces lím|a n j = |Hm a n |. 

6. Si lím(a n ) = e y es fzí k, entonces existe un numero natural 8 tal que 

7 . sí (a n ) y (b n ) convergen y Vn: a n > b n , entonces lim(a n ) > lím(b n ). 


8. Si (aj y (c n ) convergen al mismo límite f y Vn: ^ < b n < c n - entonces (bp) conver¬ 
ge y su límite es (. 

En todas las demostraciones anteriores a cargo del lector téngase en cuenta la 
siguiente consideración: si 8 es el número que corresponde en ' a de ™ as 

para (a ) y 8’ el de (b n ), las propiedades comunes a ambas sucesiones se a 
a partfr del mayor de ellos Por ejempto. si 8 > 8', serán válidas a partir de n > 8. 


EJERCICIOS 

1) Probar las propiedades de sucesiones convergentes enunciadas en esta página. 
? Probar oue si lím a = 0 y (b n ) es una sucesión acotada, entonces lim (a n ■ b ) 0. 

3) ApíicandcóacleTnjclóndelImilelinitooinfinitodeunasucesión.hallarSparacualquier 

e > 0 en cada uno de los casos siguientes y probar asi que. 
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a) llm hrrr) " 0 

c) lim (-sítt) - 0 
e) llm (S^í-) - 1 

9) lím Hrf) - 1 

i) lím (n 2 + 3) = + 0 ° 


b) , ím (Jl±±- ) = i 

d) , (m ( ljT i T ) = 0 
f) lím (tT 2 “) = 1 

h) lím (3n + 1) = +=o 
j) lím (5 - n 3 ) = oc 


4 ) Si existe, calcular el límite de cada una de las siguientes sucesiones: 

. ,-- ^ VF 


(a n ) = (V n + 1 - \Añ) 

<9 "> - (-STs) 

, . / 2 n n + 1 

' 9n) \ n + 1 2 n ■ 


(b„) = 


\/7T + 1 


4n 2 - 1 
2 + 3n 


(r n ) = (V'n(n + 4) - n) 


<+i - 

« - (tFt) 

< h «> = (- wtt ) 

w ■ (V^F 1 -) 

(jn) = (\/n + \fñ - y/n- \Tñ ) 


F,1 Indicar el carácter de cada una de las siquientes sucesiones: 

! 1 si n es impar 

3 s¡ n es par 

n + 5 S| n es par 


( ° n) - i \^+ l) 


6 ) Contestar Verdadero o Falso, justificando la respuesta: 

a) toda sucesión tiene un punto de aglomeración; 

b) si una sucesión converge, entonces tiene punto de aglomeración único; 

c) si una sucesión tiene punto de aglomeración único, entonces converge. 


IV. Sucesiones monótonas 

Una sucesión numérica (a n ) es creciente si y sólo si 

VneN:(a„<a ntl ), 
y es estrictamente creciente si y sólo si 
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VneN:(a n <a n + 1 ). 

Análogamente, (a n ) sucesión decreciente <=> Vn e N: (a n a a n + ,) 
y (a n ) estrictamente decreciente 

<=> Vn e N: (a n > a n + ,)• 

Las sucesiones crecientes o decrecientes se denominan monótonas. 


Ejemplo 1 

Verificar que la sucesión (a n ) = —) es estrictamente decreciente. 

Escribimos primero algunos términos de la sucesión: 



5 .... 16/3 11/2 6 


5n + 1 _ _ 5(n + 1) + 1 

a " ~ ñ A n + 1 n + 1 

1 r 1 

Resulta a n = 5 + — Aa n+1 - 5 + - — - 


Observemos que: 

n < n + 1 => — >— 7 - 7 =* 5 + ~ > 5 + 7TT 
n n +1 n n+i 


y la sucesión dada decrece estrictamente. 

Vemos también que'la sucesión está acotada, siendo 6 el supremo y 5 el ínfimo. 
Además lím(a n ) = 5. O sea, que (a n ) es una sucesión decreciente y acotada 
que converge a su ínfimo. 


Ejemplo 2 

Verificar que la sucesión (b n ) = ( n + 5 ) es estrictamente creciente. 
Escribimos algunostérminos: 


, h « = / 1 4,9, 16,5. 

1 \ 6 ’ 7 ’ 8 ’ 9 ’ 2 ’ ' 



bn " n + 5 A bn + 1 


n 2 + 2 n + 1 
n + 6 


Queremos probar Vne N:b n <b n+1 
Vemos que: 
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b n < b n + , <=> n 2 (n + 6) < (n 2 + 2n + 1) (n + 5) c=> 


<=> n 3 + 6n 2 < n 3 + 7n 2 + 11 n + 5. 

Por lo tanto, sabiendo que: 

n 3 = n 3 a 6n 2 < 7n 2 a o < lln + 5, 

si sumamos miembro a miembro resulta Vn e N: b n < b n +, y la sucesión es estric¬ 
tamente creciente. 

Esta sucesión no está acotada y diverge a +*. 


Ejemplo 3 


En forma análoga a las anteriores puede verificarse que la sucesión (c n ) = 
—) es creciente, está acotada y converge a su supremo, que es el número 1. 


Ejemplo 4 


oscilante. 


La sucesión (d n ) = ((-1) n --- -- 1 ^ no es monótona, está acotada y es 
ante. 

Lo mismo sucede con la sucesión (e n ) = (sen ■ 


Vemos entonces que una sucesión acotada puede tener o no límite finito. Sin 
embargo, si la sucesión acotada es además monótona, entonces puede asegurarse 
la existencia de límite finito. 

Esta importante propiedad la demostraremos en el siguiente teorema. 


Teorema fundamental 

Una sucesión monótona está acotada si y sólo si es convergente. 
Primera parte: Si una sucesión es convergente, entonces está acotada. 
Demostración 

Por hipótesis, lím a n = £, lo cual implica que 

Ve >036>0/|a n - 7 , |<esin>S. 

Elijamos e = 1 

Por una propiedad del valor absoluto (pág. 17), es: 

|a n | - \£\ s |a n - £\. 

Luego, |a n | - \£\< 1 si n > 8 
Y l a nl < 1 + \£\ = k si n > 8 (1). 
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Hay, además, un número finito de términos de la sucesión: a,; a 2 ; ...; a n _,, 
• los cuales no se verifica necesariamente la relación anterior. 

Sea a h , entre ellos, el que tiene mayor módulo. (Si la sucesión es creciente, de 
Inos positivos, a h = a n _,.) 

Puede elegirse k' / |a h ¡ < k’. 

Luego, ja n | < k' si n < 8 (2). 


Sea, por ejemplo, k > k'; de (1) y (2) resulta Vn: |a n | < k y la sucesión está aco¬ 
lada 

Este teorema es análogo al demostrado en la página 132 para límite fun¬ 
cional y se cumple, aunque la sucesión no sea monótona, de acuerdo con la 
dmnostración anterior. 

Segunda parte: Si una sucesión monótona está acotada, entonces es conver¬ 
gente. Consideramos el caso de una sucesión creciente acotada superiormente. (Ob¬ 
sérvese que si una sucesión creciente está acotada superiormente, está acotada, 
puos a, es el extremo inferior.) 


Demostración 

Si la sucesión está acotada superiormente, como sus términos son números 
rúales, por el axioma de continuidad de R existe un número real £ que es el extremo 
superior o supremo. Demostraremos que £ es, precisamente, el límite de ¡a sucesión. 
Consideramos un entorno cualquiera de £ de radio el iC — €<£<£ +e. 


£ - e £ £ + e 



Si £ es el supremo de la sucesión, Vn: a n < £ < £ + e, 
es decir, Vn: a n < £+e (1) 

Además, £-e no es cota superior, pues es menor que el supremo £; luego, 
existe 6 e N / a 5 > £-e. 

Como la sucesión es creciente, n > 8 => a n > a 6 > £-e. 

Luego, f-e.< a n si n > 8 (2). 

Si n > 8 se cumplen simultáneamente las relaciones (1) y (2), es decir, si n > 8, 
entonces £-e<a n <£+e. 

Por lo tanto, £ es el límite de la sucesión (a n ). 

Para una sucesión decreciente acotada interiormente, la demostración es aná¬ 
loga respecto del ínfimo. 


$ El número e 


Como aplicación del teorema anterior se deduce que la sucesión (a n ) = 
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= ( ( 1 + -~ ) ^ es convergente. 


Para ello basta probar que es creciente y está acotada. Para demostrar que es 
una sucesión creciente se aplica la fórmula del binomio de Newton para cualquier nú¬ 
mero natural n. 


Resulta a n = (1 + —) = 1 + n • — + ——^ + 

' n / n 2! n 2 

- n ( n ~ 1) ( n - 2) 1 ‘ n(n - 1) (n - 2).1 1 

3! n 3 n! n n ' 

Efectuando operaciones, es: 

4 (' 444 (' 4 ) 04 ) +.- 

404 ) 0 - 1 ) <’>■ 

Si m > n, en la sucesión resulta a m > a n , pues cada uno de los sumandos de la 
expresión (1) es positivo. 

Es decir, a, < a 2 < a 3 <.< a n <., y ía sucesión (a n ) es estricta¬ 

mente creciente. 

Falta verificar, además, que está acotada superiormente. 

De la expresión (1) se deduce: 

a n - 1 + 1 + + -^7- + . . . . + —< 1 + 1 + -i + + _ J---. 

2! 3! n! 2 2 2 ?n- 1 


Como S n - 1 + — + —^ 2 ~ + 


+ es la suma de los términos 


de una progresión geométrica de primer término 1, razón — y n términos es- 

2 7 


ar 


0 - 4 ) 


Por lo tanto, Vn e N: a n < 1 + S n < 3, y la sucesión creciente está acotada 
superiormente. 

Luego, tiene límite finito y puede darse la siguiente definición: 
e = lím (1 + -~) (e = 2,718281 .). 

Se ha considerado solamente la sucesión ((1 + —)") con n e N. 

Puede demostrarse también, en general, si x varía en el campo real, que 
•ím* (1 + ^-) = e. 
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De la expresión anterior se deduce de inmediato que 
llm x ^ (1 + ~) = e h . 

Para ello basta considerar la variable auxiliar u = 

h 

♦ Teorema de los intervalos encajados 

Sean (a n ) y (b n ) dos sucesiones monótonas, la primera creciente y la segunda 
decreciente, de números reales. Si Vn: (a n < b n ) y Ve > 0 38 > 0 / b n - a n < e si 
n > 8, entonces ambas sucesiones convergen a un único número real £. 

Demostración 

La sucesión (a n ) es creciente y está acotada superiormente por cualquier b n . 
Por un teorema anterior (pág. 338), la sucesión (a n ) converge a su supremo 7. Es 
decir, lím a n = £. 

Análogamente, como la sucesión (b n ) es decreciente y está acotada interiormen¬ 
te por cualquier a n , por el mismo teorema la sucesión (b n ) converge a su ínfimo £'. Es 
decir, lím b n = £'. 

En primer lugar probaremos £■<,£'. 

£ £' 

—t-1-1-1-H-1-1-1-1— 

a i a 2. a n • • • • • b n .... b 3 b 2 b, 

Como cualquier b n es cota superior de la sucesión (a n ) y £ es el supremo de esta 
sucesión, es Vn: £ < b n , pues el supremo es por definición la menor cota superior 
de (a n ). 

Ahora bien, la proposición Vn: £ < b n indica que el número C es una cota inferior 
para la sucesión (b n ). Como £' es el ínfimo de esta sucesión, es £ s £', pues el ínfimo 
es por definición la mayor cota inferior. 

Luego, es £ < £' y £' - £ > 0. 

Se ha visto también Vn: (b n a £' A a n < £). Restando estas desigualdades de 
sentido contrario resulta: 

Vn; b n - a n > £' - f> 0 (1). 

Pero, por hipótesis, Ve > 0 38 > 0 / (n > 8 => b n - a n < e) (2). 

Luego, Ve > 0, resulta \£' - £\< e por (1) y (2). 

Por lo tanto, como £ y £' son números reales, es £ = 7", y el teorema queda 
probado. 

Obsérvese que las sucesiones (a n ) y (b n ) determinan una colección de intervalos 

cerrados encajados: [a,; b,] d [a 2 ; b 2 ] d [a 3 ; b 3 ] d ... d [a n ; b n ] d .cuyas 

longitudes tienden a cero. El teorema asegura que la intersección de los infinitos 
intervalos es un único punto (. 

+ x 

O sea, £ = H [a n ;b n ]. 
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Este importante teorema es «MM «l <f •«"» 0 a ” 3 ' 

ma de continuidad de R. como se ha indicado en lo página 16. 

♦ Límite inferior y límite superior 

Va se ha observado que una sucesión de números reales que no nene Imi.e 
puede tener varios puntos de aglomeración. n10 de sus punios de 

SÉsgaS^E-SS 

fenor de la sucesión. . fvfV v o- i .) tiene limite 

Por ejemplo, la sucesión acotada ía n ) - O-u, t. i,u, 

superior 1 y límite inferior 1. 

Se índica de la siguiente manera: 

iírña n = 1 y liman = 1 

Las propiedades mencionadas pueden demostrarse a partir de la siguiente defi 


Definición 

El numero Tes el límite superior de la sucesión (a,) si y solo si se vonlic.c.n las 
dos condiciones siguientes: 

1 ) v e > o 38 > o / Vn: {n e N a n > 8 =» a n < # + eí; 

2) V e > 0 exislen infinitos valores de n para los cuales a n > ' t 

U primera condición exige que rodos los lérmrtosde B sucos,,ón. a pan,, de uno 

00 e E,IO rntoguTelogSr coa,w¡»r número poserro r. ha» solamente un numen 

'“'Va *g” S ?£Z navTSmk LL — « P" - 

cuales se cumple a„ > f -e. V .. ■ 

Análogamente, £ es el limite inferior de (a r ) si y sao si 

1 } v* > 0 36 > 0 / Vn: (n € N a n > fi => a n > L *)’■ 

2) Vr -• 0 existen infinitos valores de n para los cuales a-i '■• £ t 

Por lo tarto, s. £ es el limito inferior de (■„). todos los términos de la sucesión. 

s nadir de uno de ellos, son mayores que £ - e. . 

1 Además, sólo ouede haber un número lin io de subíndices n para los cua es -a 

verifica a„ < £ - é 


♦ Teorema 

Si la sucesión numérica (cj está acotada, entonces tiene 'imite inferior y límite 
superior. 


342 



Consideramos el punto medio del intervalo [a: b]. Elegimos, de los dos subinter¬ 
valos en que queda dividido (a: b], el intervalo [a,: b. ]. para el cual se verifican las 
dos condiciones siguientes: 1) hay infinilos valores de n para los cuales se cumple 
c., e ] a,: b,]; 2) hay solamente un número finito de valores de n para los cuales se 
cumple c n > b, (puede no haber ninguno). 

Se subdrvrde luego el intervalo fab,] y de ta misma forma anlerior se elige el 
mlervalo fa ¿ . b*,|. 

Prosiguiendo de la misma manera se selecciona una sucesión de intervalos on- 
c,i|ados cuyas longitudes tienden a cero: 

r a,:b.l5[a ? ;bpj3[a 3 ,b,|-) .. 

v tales que, cara cualquier punto b r a la derecha de a, hay, a lo sumo, un número 
V.ilo de términos cíe 'a sucesión (c*) 

Por el teorema de intervalos encajados, la intersección de los intervalos anterio¬ 
res es un único número real c. Probaremos que c es el límite superior de (c„) 

En primer lugar, c es punto de aglomeración de la sucesión En efecto, en cuat- 
<;uier entorno de c está incluido uno de los intervalos la,; b) de la colección. Por 
la 'arma en que fueron elegidos dichos intervalos, hay infinitos subíndices n para 
los cua.es se verifica c,. i [ü : bj y, por lo tanto, también hay inltnitos n para los 
cuales c, pertenece al entorno elegido. 

Palta piobar que no hay nrgún nunto de aglomeración de {c„> a la derecha de c. 

Lo haremos po r el ahsurdo. 

Sea c, un punto de aglomeración de (c r ) tal que c < c, 

c c. 

a b, c, - « c, - € 


Como la longilud de [a n : b n ] tiende a cero, es pos.ble halfar [a,: b,]/b c, 
Por la manera en que se han seleccionado los intervalos de la colección, a la 
derecha de b solamente puece haber un número 'in;to de términos de (cj. 

Luego, eligiendo i < c. - b. solamente hay un número finito oe valores de n 
nara los cuales c.r(c. - 1 ;c, frj. Por lo tanto, c no es punto de aglomeración. 
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Teorema 


(h n ) = (3; 0;3;-1;3;-2; 3;-3; <j n ) = <1;-1; 2;-2; 3;-3 ...) 


Si una sucesión tiene limiií’ superior y limite interior y ambos coinciden, entonces ] 
la sucesión es convergente. 

Osea, ( = fíma r , = líma n 

Demostración 

Por ser f límite superior, para cualquier é > 0 hay. a lo sumo, un número finito 

de valores de n para los cuales a n > t * € 

Por ser f límite inferior, para cualquier e > 0 hay. a lo sumo, un numero finito 

de valores de n para los cuales a, < f - e. 

Luego Vt > 0 hay solamente un número finito de valores de n para los cuales 
no se cumple a n c [t - € ; ( - «). Es decir, *>0es posible encontrar un número na¬ 
tural 5 tal que n > 8 => a r «K- e\(+ «)• Por lo tanto, de acuerdo con la defini¬ 
ción, f es el limite de la sucesión (a„). 

Aplicando la definición de limite finito de una sucesión, puede probarse que ei 
teorema recíproco también es válido. 


EJERCICIOS 

1) verificar que (a n ) = (^Ty) os estrictamente decreciente, 

2) Verificar que (a n ) = es estrictamente creciente. 

3) Verificar que (a n ) - ( ^ no es monótona. 

4) Verificar que (a n ) = (~r) decrece. estrictamente si n s 2. 

5) Dar ejemplos de: 

a) sucesión monótona acotada e indicar sus extremos, 

b) sucesión monótona no acotada. 

c) sucesión acotada no convergente. 

6) Demostrar que si una sucesión monótona decreciente está acotada interiormente, 
dicha sucesión converge a su extremo inferior. 

7) Hallar límite superior y limite inferior, si existen, para cada una de las siguientes 
sucesiones; 


(a„> = (mK~) 

(c„) - (( 1) “¿ n _ , ) 


(b n ) - (2; 3; 0; 2; 3; 0. 2; . . . .) 
Wn) = 

{ej = (0; t;0; 1;2:0; t;3;0; 1;4:...) (g^> = (5; 5; ...5; ...) 


V. Subsucesiones o sucesiones parciales 

En la sucesión (a 0 ) = (a,; a 2 , a 3 ; .a„; ...) pueden considerarse infinitos 
términos; a h , a„ a 8 y formar con ellos una nueva sucesión. 

Por ejemplo, si (n) = (1; 2; 3; 4; 5;. ), 

la sucesión (2n) = (2; 4; 6; 8; 10.) está contenida en la primera o es 

una subsucesión de la primera. 

Si se considera la sucesión (a n ) = (a,; a 2 ; a 3 ; .) y un subconjunto del 

conjunto de los números naturales: {k,, k 2 . k 3 ..„ k„...}, donde k, < k 2 < k 3 < ... 
< k n < ,.. y k, > 1, se obtiene la siguiente subsucesión de (a n ): 

(b n > = (3 k„) = (a k ,;a k2 ; ..a Kn ; •...). 

donde k, ^ 1 

k 2 >k, => k 2 > 1 => kj>2 
k 3 > k 2 => kj>2» kj ^ 3 


En general, resulta Vn e N: k n a n. 

Hay, por supuesto, infinitas subsucesiones de la misma sucesión. 


tjomplo 


Sea (a n ) = i 

( 1; _L-JL-_i-_L- 

\ 2 ' 3 ' 4 ’ 5 ’ 


(b,) = i 

(±. 1 . 1 . 1 . 

1 

\ 2 ' 4 ‘ 6 ‘ 8 ' 

2n ’ " 

Cc r > = i 

(i 1.1.1. 

1 

\ 3 5 ’ 7 ’ " 

2n - 1 ’ 

<d n ) = ■ 

( I; -i; —; —!—- 

1 

\ 4 9 16 

'n 1 


En este caso, (b,.), (c n ) y (d„) son subsucesiones de (a n ). 

Consideremos en especial (b n ), 

Es b, = a k) = \\ b 2 = a kJ = a 4 ; b 3 = a t;j = \ ■ b p = a Kn = a 2n ... 

♦ Nota: Las subsuceslones pueden definirse como funciones compuestas. Considere¬ 
mos el ejemplo anterior, con la sucesión (a > = (A’j y la subsucesión (bj = 

= (—) 

V 2n / 

Recordemos, en primer lugar, que una sucesión es una función cuyo dominio 
es N y cuyo recorrida es una parte de R. 
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Definimos, ahora una función k de N en N tai que Vn; k(rj -= 2 n 
Ofcsén/ese que k es una función estrictamente creciente 
Aplicamos después una restricción de a al recorrido de k. al cual .'lamames N 
Es decir, consideramos añora una restricción de ’* 

a:N|-.R/VníN,: a(n) - —, 


La función compuesta a^k:IM 
es una subsucesion de a. 


R.'Vnr N;(ar.K}(ni - a.’kínij = -JL 

2n 



En general, sea a: N -* R una sucesión cualquiera de números reales. Sea k 
otra sucesión estrictamente creciente cuyo recorrido es un subconjunto de N al cual 
llamamos N.. 

EskrN-N./VneNV neN:(m<n =* k(m}<k(n)). 

Consideremos ahora una restricción de la función a. cuyo dominio es N,. Sr apli¬ 
camos primero la función k y uego al recorrido ce k le aplicamos .'a restricción de la 
función a, obtenemos .a función compuesta 


a o k: N — R/ Vn e N; (a o k) (n) = a'k(n)]. 

La (unción compuesta ía o kj es una subsucesión de la sucesión a. 
Sue.e indicarse a lk{njj - a kn . como ya se ha visto. 


Propiedades 

, Puncfe demostrarse' ce inmediato, aplicando ta definieron, que si una sucesión 
esta acotada, cualquier subsucesión también esta acotada y cualquier cota superior 

cotí infe7o S r ,0n “ ^ SüPCn ° r ' 3 Suhsuccsion L ° sucede con cualquier 

* d r m ? S ' h ‘ Jna 3UCOSl6n ccr ' ver Q e - cualquier subsucesión también converge al 
mismo limite. de acuerdo con el siguienle teo'ema. 

Teorema 

conv^,“™ a C ° nVe ' 9 '’- en, ° r “ S 


Demostración 

Sea (a n ) una sucesión convergente y (b n ) = (a Ko ) una subsucesión cualquiera 

d® (a„K 

Por definición de límite, si la sucesión (a n ) converge al número (, entonces 

Ve > 0 36 > 0 / (n > b =* |a n -- f | < e) (1). 

Es decir, los únicos a n para los cuales no se cumple necesariamente la desigual¬ 
dad (1) son aquellos a„ para los cuales n is 8. 

Demostrar el teorema consiste en verificar que 

Ve > 0 38 > 0 / (n > 6 => |b„ - t\ < c). 

Ahora bien, por definición de subsucesión, Vn € N: k n a n, y, por lo tanto, el tér¬ 
mino a kn es un término coincidente con a n o posterior a él. Luego, la condición exigida 
•e verifica también para los términos a, n si n > 8. 

Es decir, Ve>0 3S>0/(n>S=> |a kn - ( \ < c). 

Osea, Ví >038>0/(n>8 =» |b n -/1<«). 

Un razonamiento análogo vale para sucesiones divergentes, es decir, cualquier 
•ubsucesión de una sucesión divergente también diverge. 


í)omplo 

Consideremos la sucesión cuyo limite es 0. Como se ha visto en la página 

331, Vlf > 0 38 -=■ -^-/(n > 8 => a„| < c) 

En la subsucesión f —L V para cada t > 0 vale el mismo 8 = —. pues n - f> - 
III II |\ 2n ' 

J I n \ < 6 ^ I 2n I ■' e 

Si, por ejemplo, se elige c = 0,001, puede elegirse 8 = 1000. 

En(a„) = (-¡^)r n > 1000 =» ja. -o| < 0,001 yen (b„) = 


n • 1000 =* lb„ ~ 0! < 0,0005 < 0.001. 

Ef recíproco del teorema anterior no es válido, pues una subsucesión puede ser 
convergente y no serlo la sucesión correspondiente. 


Por ejemplo, sea(a n ) 


1 si n -= 2k 1 


— si n - 2k 
n 


Es decir, (a„) = 1;-1; 1;.) 


(k e N) 


La sucesión (a r ) es oscilante, la subsucesión ) converge a 0 y la subsuce- 
Mon (1) converge a 1. 
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♦ VI. Sucesiones de Cauchy 

Al considerar una sucesión de números reales interesa conocer si es conver¬ 
gente o no. En algunos cases puede aplicarse el teorema fundamental de conver¬ 
gencia para sucesiones monótonas acotadas (pág 338). Si una sucesión está aco¬ 
tada y además es monótona, el limite coincide con el supremo si la sucesión es cre¬ 
ciente. o con el ínfimo si es decreciente. 

Puede suceder, en cambio, que la sucesión esté acotada pero no sea monótona 
En este caso es posible recurrir a !a definición de sucesión convergente, pero su apli¬ 
cación requiere conocer de antemano cuál es el limite supueslo y luego demostrar 
que efectivamente lo es. Esta situación presenta dificultades, pues exige, en cierta 
forma, conocer por anticipado el número que se quiere hallar. 

Este inconveniente desaparece si se encuenlra una condición necesaria y sufi¬ 
ciente para determinar la convergencia de una sucesión, que no está referida directa¬ 
mente al valor del límite. 

Esta condición se conoce con el nombre de condición de Cauchy y las sucesio¬ 
nes numéricas que la verifican se denominan sucesiones convergentes segUn Cau¬ 
chy, sucesiones de Cauchy o sucesiones fundamentales. 

Definición 

Una sucesión numérica (a.) es una sucesión de Cauchy si y soto si. prefijado 
cualquier número posillvo e, existe un numero positivo 8 (e) tal que. para cualquier 
par de enteros positivos m y n. ambos mayores que 6, se verifica ia T a r | < e. 

Es decir, 

(a,.) sucesión de Cauchy <=> V e > 0 36 > 0 / (m > 8 a n > 8 => 'a n a..¡< e). 

El teorema siguiente asegura que cualquier sucesión convergente de números 
reales es una sucesión de Cauchy y. reciprocamente, que cualquier sucesión de Cau¬ 
chy es convergente. 


Teorema de Cauchy 

Una sucesión de números reales es convergente si y sólo si es una sucesión de 
Cauchy. 

Primera parte: (a n ) converge ;=> 

=> ( Vfe > 0 38 > 0 / m > 6 a n :> 8 = a T . a., < e). 

Demostración 

Si Ja sucesión converge, existe t = lim a. 

Luego, prefijado 6 > 0. por definición de limite finito de una sucesión. 
38>0/[(n>8=> a, f|<-|) a > S => |a n ^| • ‘ -§-)]■ 

Pero | a n a n •= |(a ;T t)~{t a*)j s a„, - (, - \f a„| = 


l a -n - f\ + ’a n t\ <-J - -1 - c . 

Luego, m > 8 a n > ft 'a^ a„. < e, y se cumple la tesis. 

Segunda parte: ( vt > 0 38 > 0 / m > 8 A n > 8 => |a T , - a.„ < e) 
(aj converge. 


Demostración 

Por propiedades 3 y 10 de! valor absoluto (pág. 17) y por hipólesis, es: 

a J ~ I a mi -• |! a -il l a T | '" ' a d 9r.’ <1sié = 1 Amí»8An>8. 

Luego. |a„l < aj j- 1 si m > 8 a n > 8. 

Fijando un número cualquiera m > 8, sea k' -- | a(T - i 
Resulta, entonces, Vn > 8: |aj < k\ 

Además, si entre fos termines cíe subíndice menor o igual que 8 que lorman un 
con/unto finito es a h el que tiene mayor valor absoluto. Vn: [(n - 8 => 'a r¡ < | a . |) A 

a (n > 8 |a„ « k )]. 

Luego, si k es el mayor entre los números a, y ¡V se cumple Vn la i < k y la 

sucesión (a n ) está acotada. 

Por un teorema anterior (pág 342) (a,) tone li.mile superior 7 y limite interior t. 
Si se prueba que ambos lim tes son igua.es la sucesión converge según el teorema 
demoslrado en la página 344. 


----—— 

— — — c í t * e 

Supongamos que el limite superior y oí ¡imite infe'-or son distintos, es decir, 7 > ( 
Elegimos sendos entornos do 7y £. cada uno de radio € <: ——-• A e . ► ó. 

Como i es punto de aglomeración, hay infinitos valores de n para los cuates a., 
pertenece a. entorno de radio r -■ ~* . Sea 8 el valor correspondiente a dicho e, 

de acuerdo con (a hipótesis 

Entre los a n que pedenecen al entorno e'egido nos interesan aquellos de sub¬ 
índice mayor que 8. Elegimos entre ellos un subíndice m para el cual a m pertenece 
ni entorno mencionado. Análogamente, elegimos un subíndice n > 8 tal que a per¬ 
tenece al entorno de_r.de radio e " 

Es decir, hemos encontrado m > 8 i |a rr (■ < — ( jj 

y n > 8 / !a n £\ < I —¿ (2). 
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Ahora bien, 1 - L - ' a n) + ( a r a n) + 

y i - £ s ia„ - ?| - ia n - *„) - 1 - I a " -il 

Por(1)y(2).es7-/<|(/-r+ I a ™ - a n! c ° n m > 5 y " > 8. 

Pasando términos, resulta |a r , a„| > ^ ^ 2fconm ' S v n que 00,1 

tradice la hipótesis. 

Queda probado, entonces, que (a,.) converge. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 

CAPITULO 9 

Sección I 

.. . / 3 5. 3.JS_. \ 

1 ) (a„) = (0; 1 ; 2:3;.) 54 ( 2 'J’T 8 . t 

( c "> “ ( Í > .) 

2 ) (a r ,> = (t-sr* 1 ); <c,í = ((_1) ] 


3 ) a) ínfimo: 0 supremo: — 


<c„) = (<-1) n ) 


b) intimo: -1 supremo: — 


el (ntimo' - -- supremo: -7 d) inlimo. t supremo: 2 

2 4 

e) ínfimo: -1 supremo- ^ 


Sección II 


1 ) a: 1 b: no hay c: -1 y 1 d: 0 e. 1 y 1 f: 0 g: O Iv — ¡: 0 


k: no hay 


2 ) a, bye.no hay o -1 y 1 d.G f :0 g:3 h: — j :0 k: no hay 


3) Ejemplos: 

a) ({-I) 1 ' 2 ) 2 y - 2 puntos de aglomeración 

b) ( 0 ; - 1 ; 0 : - 2 ; 0 ; - 3 ; 0 ; - 4 :.) 0 punto de aglomeración 
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c ) ’ 1 ) n ,n 1 y -1 puntos de acumulación del recorrido 

d) ( 2 : 1 ; 1;2: 2;-i; 2; 3;-i; 2 : 4;-1; 2; 5:-1;. ) 

2 y 0 puntos de aglomeración 
0 punto de acumulación del recorrido 

4) Verdadero: (0; 1; 0 ; 1 ; 2; 0; 1; 2; 3: 0; 1 ; 2; 3; 4;.) nene como puntos de 

aglomeración a 0 y a todos los números naturales. 

Sección íll 

J) a) & -- 1 si e < 1 . Se puede tomar ft ^ — b) 5 a 1 + — 


c) 5 fe - 4 = d) ft > \/ - 1 ~ * 
v e v € 


e) ft > — 
e 


g) S 2 ? — 

€ 



i 

) ft : r V T 

i) 

4) a: 0 

b; 1 

c: e 3 • 

d: 0 

e :2 

f: 1 g:l 

y 2 

h: 0 

t; x 

s: 3 

r: 2 

i' 1 



5) (a r ) converge a—• 


ib,I oscila 


(c r ) converge a 2 


6 ) a) Falso: (nj no liene punto do aglomeración. 

b) Verdadero (véase pág. 331). 

c) Falso: (0: 2; 0; 4; 0 8 : 0 ; 16; .. ) tiene a 0 como único punto de aglomeración 
y es oscilante. 

Sección IV 

3) a, > a 2 a a¿< a a 


;>) a) (~£rA ) decrece 

b) ( ") crece 

V n + 3 / 


Ínfimo — supremo — 


c) (eos nrr} 


7) a: £ = 

t - 0 

b £ = 

0 t = 3 

c: / = — 

( = 





2 


d: f = 

-2 7 - 2 

e:£ 

0 ( no existe 

g:£ - ? = 

5 

h \t = 

3 f no existe 

j; no existen 
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10. SERIES NUMERICAS 


Sea la siguiente una sucesión de números reates: 

(3p) “ (a^.Bj,.... r a^ f a nj ^ .). 

Consideremos tas sumas parciales de sus términos: 

S, = a, 

S ? = a, + a, 

S 3 = a, - a 2 t a 3 


S n “ a 1 ~ a z * a 3 


a,. * 


Formemos una nueva sucesión con las sumas parciales déla sucesión inicial (a r ). 
Es decir, (S r ) = (S,;S ? ;Sj:.;S r .;—). 

Esta nueva sucesión (S n ), obtenida a partir de las sumas parciales de la primera 
sucesión, se llama serle numérica asociada a la sucesión (a n ). 

Los números a, .aj,,... a,,.... son términos de ¡aserie y los números S,.S 2 ,. , S n ,... 
son sus sumas parciales. 

Por ejemplo, siendo la sucesión inicial 

*»•(’**-*.) 

las sumas parciales de la misma son: 


S, - i; Sj - i + j--|; S, = i 


, _L = i 

3 2 


.... S, - 


y la sucesión (S n ) = ^1:—.) es la serie América asociada a la su¬ 

cesión 
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Obsérvese que la sucesión inicial (-1) converge a cero {pág. 331 ). mientras 

que la sucesión (SJ es divergente, como se probará más adelante 

Para facilitar la notación de una serie y poner en evidencia sus términos suele 
'Iamarse serie a fa suma íornial 

2 a r - a, *- a 2 + a a + . - a n - . 

n t i 

X 

La serie anterior, por lo tanto, puede indicarse V i. 0 . má s simplemente, 

r> - i 

V -1 

n 

Una sene es convergente , divergente u oscilante si y sólo si la sucesión de 
sumas parciales que la define es, respectivamente, convergente, divergerSTos 

Si la serie es convergente, el limite de la sucesión de sumas parciales se llama 
suma de la serie : lim (S } S v en ese rasn y 31 

la suma formal' * 6 3S ° S asg a d,cho numer ° como valor de 

2 a n = a , 1 - -- • a n i . = S. 

n -1 


Ejemplo 

Sea la sucesión numérica: 

(a.) - (-L : —L—L. i - , 

' 1.2 2.3 3.4 n{n • t) / 

Consideremos la suma formal o serie numérica asociada a la sucesión anterior 

Va =- t _J_L . i 

~ " 1-2 2.3 3.4 . *7I(ñ+T}‘ ' -• 

Para determinar si la serie es convergente debemos saber si es convergente la 
sucesión de sumas parciales. 

Descomponiendo en fracciones, es: 


y, por lo tanto, 


n{n+ 1) 


1 + 

1.2 2 3 


n(n- i) 


- (i-±) + (X. ±) t - (± _ ] _\ , 1 

' 2 ' '2 3/ . Vn n-r i) - 1 " 7¡T7 

iguala _ ^^ dada resulta una serie convergente cuya suma es 
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EJERCICIOS 


1 ) Escribir el término general de las siguientes series: 

]>> _ 3 . 6 , 9 . 12 -. 

^ 111 
¿ b " = 1.3 + 3.5 * 5.7 

“ r_ 771 ' TTt ' 


,c n “ 1 


-c-> 1 1 

= rr * 3 i 

V a va 


\r* v a 


. {a > O) 


2) Escribir cualro términos de cada una las series Sl 9 dientes 


__ ,-ínO 

2*. - 2 -V 

2c, - 2 


2->. - 2 líTtñ 


{n -*■ 1)! 


V 2n ~ 1 
2 d " ^ n 2 - 1 


I. Serie geométrica 

Una sene del Upo 2 a '' 1 = a * « * »’ ' - ' ‘ “ “ ,*T 

sene geométnca. pees sus términos co,responden a una progresan geome.nea 

razón r (r 1 0). 

Para hallar S n . sabemos que: 

S, = a - ar * ar ? +■ + a,r ’ 

r Sn - ^ , ar 2 + ... * ar"' *.ar" 

Restando, resulta: S n (1 r) = a ar 
1 r n 

Si r r 1, es s n - a ^ _ j. 

Para determinar el carácter de la serie geométnca propuesta basta calcular Km S 
Se presentan varios casos, pues dicho limite depende del valor de la razón r 

Primer caso: -1 < r < 1 

Si 'r’¡ < 1 , entonces lim r n — 0 

a , aT " - a 
y lim S n .= Km 7—7 Km -737 - 1 r 

En este caso, enlonces, la serie converge y su suma es S - 1 _ r ~ 
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Si r = 1, es S r , - am. 

Luego, lím S„ = + * si a 0 ó li-n S. = - * si a 0 
En ambos casos la serio geométrica "esulta divergente 

Quinto caso r = -1 


En esta situación, S„ - 0 sj n es número par 

y S., = a si n es número impar. 

Luego, la sucesión (S,J no tiene '.imite y la serie geomélrica es oscilante. 

Ejemplo 

"5-5 + 5-54- + (- n‘ 1 5 + . 

S¿ k — 0 y S,, ■ = 5. Luego, ^d. oscila 
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En resumen, para saber e'. ca-ácter de una se 
valor de su razón 

a 

r _ < i =» 2 a r r 1 convelí V s ’ i - r 

•r! > i ^ Var" ’ div.rge. 

r = i ^ 2 art ’ J,ve ’ 9e 

f = . •, =» ^ar f 1 oscila. 


u , geométrica basta conocer el 


EJERCICIOS 

1 ) indicar el carácter de las 

gencia. dar la suma 


siguiente senes geométricas y. en los casos de conver- 


V a = 3 4 9 - 27 * - 

2 C - = 3 + 7 f + 


- t - 7 * ’ 


16 


2 d " = 1 " 6 36 


II. Álgebra de series 

Consideraos a conanoacon alonas propredades de ras 
,1 Si se multiplica cada término de una serie con»e.gente ^,a„ de 
un nllom m7. Laces la nueva se,* 5>. «-ten es — y su suma 

Sea s: la suma enésima de a sene ^Ira. y S. a de la serie 2 

Sacando factor común es S!, = * ' S,.. 
luego, lim = K(Um S f( ) - k • S. 

Análogamente, si diverge y k * 0. entonces l*a, d '^ e - 

2) Si ^a- es una serie convergente de suma Ay 2 b '' Cb una ser e< jj° 

* ^mi R entonces V (o * M también es convergente y su suma es 
vetqente de suma B, entonces 

S' = A^B 

En electo. S¡. = A n ± B„ 

y lim S', = l¡m(A. s B„) = a = B 

31 Si Ya es una serie convergente de suma A. 2 b rt es una sene üom e^ 

. “7 " R v v k so n dos números reales, entonces la sene 2 C " 

gente de suma B y k, y k, son a r _ kA -l(B (propiedad lineal). 

V(k,a., - k z b») es convergente de suma C - k.A ; v 
Esta propiedad es consecuencia de las dos anteriores. 


4) Si 2 a " es una serie convergente y 2 b n es una sene divergente, en¬ 
tonces y.(a n - bj es una sene divergente. 

Nada puede decirse, en cambio, si las dos senes son divergentes. 

5 ) Si en una sene se suprime un numero fmilo de términos iniciales, de suma K, 
entonces la nueva serie tiene el mismo carácter que la primera, y s. aquélla es con¬ 
vergente, de suma A. la nueva serie tiene suma A - K 

Sea Va. una serie convergente y y.b r la sene formada suprimiendo 
on y a n los k primeros términos, es decir, 

2 b n = ¿ a,.,. 

fui *!•' 

Luego, si llamamos A„ a la suma enésima de la primera sene y B n a la de la 
segunda, es 

B., 3 A„ n " A k 
y lím B n = lim(A k n - A k ) « 

= limA kn lim A., n A - K. 

Esla propiedad se generaliza de la siguiente manera: si una sene numérica es 
convergente o divergente y se suprime en ella un número finito de términos, no se 
altera el carácter de la misma. 

II!. Condiciones de convergencia 

La convergencia de una serie numérica se reduce a la convergencia de Ja su¬ 
cesión (S r ) de"sumas pardales que la define, lnleresa, sin embargo, relacionar la 
convergencia de la sene con el comportamiento de sus términos a,. 

Para ello se deduce de inmediato que si 2a„ es una serie convergente, en¬ 
tonces a„ tiende a cero. Es decir, se puede demostrar la siguiente condición necesa¬ 
ria para que una serie sea convergente. 


Condición necesaria de convergencia 

Si la serie 2 a n converge, entonces lim a n = 0. 

Demostración 

Si la serie 2 a - converge ' la sucesión (S " } SUmaS pa,C ’ a ' eS “ 


finito S 


Por definición de limite finito de una sucesión. Ve > 0 > 0/(m > fi 

',S„ - S| < <). 
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Luego, Vi > 0 38 > 0/m > 6 => IS^-Si < -j * iS - SJ < -|- 

Porlolanto, |S mt1 - S| + |S - SJ < -j + “ = 6- 

Por la desigualdad triangular: 

|(S m ., - S) - (S - SJ| * |S m ., - SI + IS-SJ < €. 

Luego, |S m .., - SJ = |a^,| < €. 

Se verifica, entonces, llm a^, = 0. 

Haciendo m + 1 = n queda la tesis. 

Esta condición de convergencia es necesaria pero no suficiente. La serie 2 “ 

(llamada serie armónica) cumple la condición, pues lim -¡j¡- = 0, y, sin embargo, es 

una serie divergente, como se demostrará más adelante. 

En realidad, esta condición proporciona más bien un test para determinar la "no 
convergencia" de una serie. En efecto, sí el término general tiende a cero, nada 
puede afirmarse sobre el carácter de la serie. En cambio, si lim a„ * o, puede ase¬ 
gurarse que la serie no converge. 

Por e)emplo, la serie y = — + — + — + . no converge, pues 


♦ Condición necesaria y suficiente de convergencia 

El criterio de Cauchy para convergencia de sucesiones proporciona una condi¬ 
ción necesaria y suficiente para convergencia de series numéricas. 

En efecto, si la sucesión (S n ) de sumas parciales es una sucesión de Cauchy, 
sabemos por un teorema anterior (pág. 348) que es una sucesión convergente. 

Es decir, si prefijado cualquier número positivo í existe 8 > 0 tal 
que ¡$ m - S„| < e si m > 8 a n > 8, entonces la sucesión de sumas parcia¬ 
les (S n ) converge, y recíprocamente. 

Si m > n. es la diferencia S rn - S n = a,., - a n _ 2 + .... + a*. 
Siendo p = m - n, resulta S n .¡, - S n = a n4 , + a n „ 2 + .... + a^p, y la 

condición de Cauchy para convergencia de series numéricas suele enunciarse de 
la siguiente manera: 

La serie ^a n converge si y sólo si para todo e > 0 y para todo p e N 
existe £ > 0/|a n4 ., + a n _ 2 + . ec,. p | < e si n > 8. 
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EJERCICIOS 


1 ) Aplicando la condición necesaria de convergencia, indicar cuáles de las siguientes 
series no pueden ser convergentes: 


5 a - 2-p- 2 >. - 

5X - E-^rhr 2». - 



= V_ 1 _ 

n(n+1) 


2>, = 2 


2n ? - 3 
5n* + 4 


IV. Series de términos no negativos 

La serie ^ a n es una serie de términos no negalivos si, como lo Indica su 
nombre, para todo número natural n es a n > 0. 

Teorema 

Una serie de términos no negativos converge si y sólo si la sucesión de sus 
sumas parciales está acotada. 

Demostración 

Como S n ^, - S n + an., y a n+ , 2 0, resulta Vn: S„ s S n+1 . 

Por lo tanto, la sucesión (S n ) es una sucesión monótona creciente. Por un teo¬ 
rema anterior (pág. 338). esta sucesión converge si y sólo s¡ está acolada. 

Como consecuencia de esta propiedad resulta que una serie de términos no 
negativos no puede ser oscilante, pues si la sucesión (S n ) no está acotada, entonces 
diverge a +¡». 

Aplicación 

La sene (serie armónica) diverge. 

Demostración 


Consideremos, para cualquier ní N, las sumas parciales S 2n y S n . 
Es s* - s„ = — L- + -i- + _i_ +.+ _L 5, 

n + 1 n + 2 n + 3 2n 


2 — + -í- + 

2 n 2n 


+ ± - n-L 
2 n 2n 


Luego, Vn: - S n 2 ± (,). 

La condición de Cauchy asegura, si la serie fuera convergente, que para 
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e _ _L > O/^n > 8 =» S 2n 


S„ < 


i) 


puede ser convergente. Como e '® más es 
oonvergenle, 

Es decir, la serie 2^ es una 5608 divergente 


Lueoo por (1), la serie armónica no 

una seS di términos positivos, si no es convergente, diverge. 


♦ V. Convergencia absoluta y condicional 


. V, i a se he Y laj formada con los 

Se puede conside rar, para cada sene ¿j a " • la se " 

valores absolutos de sus términos. 

Si la serie 2 '^! converge, la serie inicial es abso/utamente convergente. 

S. la serie 2 a - ^^verge. pero no converge |a serie cíe 'os 1 modules, tase- 

,ie ,n puede° demostrarse e un. serie ateol—e conven,e « 

convergente. 

Teorema 

SI 2'l a n'l COnVer9e ’ en,0nCeS X^ tarnbÍénCOnVef9e ' 

Demostración 

Por la condición de Cauchy (pág. 358), ! como 2'¡ a r.' es convergente. 

Vi > 0VpeN38 > 0/(n > 8 =» |la n+1 ) * l a r-2Í + -. X 1 

= |a,.J + !a„. z | - . + l a "-ol < 

Por la propiedad triangular: 

¡a.., * a... ♦ - * »•-rl * »»•■' ” |a -' * - + < *• 

. a 1 < e Pero esta última es la condición 
Luego.es ! a n ,, + a n *2 - •••• + d ni; i 

de Cauchy para la serie 2 a » »• 10 ,anl °' ases “ ,a su 

Como ya se ha indicado, el teorema reciproco del anterior no es v. 


E;emp/o I 

, _ , erie V _Uil_ es absolutamente convergente, pues la serie de mó- 
La serie ¿ n ( n + i) 

rtulnc Y--—— es convergente (pág. 353). 

ouios n{n + d 

Ejemplo 2 

u ser¡e ^ ( “ 1)n - es condiclonalmente convergente, pues la serie de mó¬ 


dulos Y — (serie armónica) es divergente mientras converge la serie inicial, como 
■" n 

se probará más adelante. 

Consideremos la serie numérica Ya n , con infinitos términos positivos e infini¬ 
tos términos negativos. Designamos b, al primer término positivo, b, al segundo, 
etc. Sea -c, el primer término negativo, -c 2 el segundo, etcétera. 

n r á 

Luego, cualquier suma S n * Ya,. = Vb., - Ve., (r-*-s n) 

h=I hr1 "■ 1 

Teorema 1 

Si 2 a n es condcionalmente convergente, entonces 2 13 - V Y c„ son am¬ 
bas divergentes. 

Demostración 

Si Yb n y V c . fuesen ambas convergentes, Y(b n tc,| también seria 
convergente, por una propiedad anterior (pág. 356). 

Pero Y (b n * c n ) - Y |a,, y la serie dada resulta absolulamonte conver¬ 
gente. en contra de la hipótesis. 

S‘ una de ellas fuese convergente y la otra divergente, entonces V(b, -- c.,1 

es divergente y la serie Y a r. resulta divergente contra la hipótesis de que conver¬ 
ge condicionalmente 

Luego, Yb„ y 2 c i son umhas divergentes. (Na pueden ser oscilantes 
porque Y.^ V Y c„ son ambas de termines positivos.) 

Consecuencia 

Si la serie 2a. es absolutamente convergente, las series Vb n y V C i 
son ambas convergentes. 

Si una de ellas fuese divergente, la serie de módulos V a n | - V (b, + c„) 
también seria divergente, contra la hipótesis supuesta. 

Reordenamiento de los términos de una serie 

Si a partir de la sene 2 a r. se forma otra serie Y h, cuyos términos son los 

mismos números a v pero ubicados en distinto orden, la segunda serie es un reorde¬ 
namiento de la primera. 

Teorema 2 

Si una sene es absolutamente convergente, entonces cualquier reordenamierito 
también lo es y su suma es la misma 







En primer lugar, le derrostraremos para una serie cue tiene todos sus lé'mmos 
oositivos. (Obsérvese que si una serie de términos pos t vos converge, converge ab¬ 
solutamente, pues la serie de módu'cs es la rriisma serie 1 

Demostración 

Sea Ya., la sene considerada y Vh n un recrdenamiento cualqu'era do la 

misma. 

Sea. además. (A„) la sucesión de sumas parciales oe la primera serie y (H.) la 
de la segunda. Ambas sucesones (A,) y (H,) son sucesiones monótonas (estricta¬ 
mente crecientes) de términos positivos 

Como V a„ converge, iím (A,,) - supremo (A,) - A. 

Ahora bien, para cualquier suma H n - h. h 7 *• . + h n . tos términos h., 

h ,, h„ son términos de la sene y* por tanto, cada suma parcial H n 

aparece contenida en alguna suma \ de (A..), que puede contener, eventual mente, 
otros términos a,. Es decir, Vn3s/H n < A,,. 

Por lo tanto, como A es el supremo de (A„), se verifica Vn H., « A. 

Luego, la sucesión creciente (H.) tiene limite Imito y es 
lim (H n ) ■& A (1). 

Ahora bien, por definición de reordenamiento, cada suma A n está contenida en 
alguna suma H,, a la cual pueden pertenecer, eventualmente, oíros términos h,. Es 
decir, Vn 3r/A n <■ H, (2). 

Como {H,> es una subsucesion de (H„) y ésta converge, también converge (H r ). 
Por un teorema anterior (pég. 346). ambas tienen el mismo límite O sea. lim (H ri ) = 

= lim (H,). 

Además, por (2), lim IH.) lim (A.,) - A 

Luego, es lim (H..) - A (3). 

De (I) y (3) rcsuiia - lim (H„) A v Vh„ corverge con suma A. 

En segundo lugar, si la serie V a „ tiene ni mitos iérmmos positivos e mlimtos 
términos negativos, basta considerar las dos series convergentes de términos posi¬ 
tivos Vb, y Vc„/Va r Vb„ Ve., (pág. 361) 

Cualquier reordenamiento do V a _ crig.na un -eord en armenio de y de 

V c.. Por la primera parle de este teorema, mncún reordenamiento de una serie con' 
vetqerfe do terrenos positivos altera su carácter ni su suma. 

Luego Vb. - 0. V c„ C y se mantiene ^a r - B - C. 

La propiedad anterior, propiedad conmutativa, es valida en series cualesquiera 
solamente si dichas series son absolutamente convergentes. S'i la serie sólo conver¬ 
ge cond'cionalrrente, es decir, si no converge la serie de módulos, entonces, reo-de- 
nando la serie inicial, pueden obtenerse nuevas series convergentes de suma prefi¬ 
jada. divergentes u oscilantes 

Por ejemplo, la serte 



- 1 
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converge sólo condicionalmente, pues V — diverge (seno armónica). 

Trataremos de reordenar sus términos para que su suma sea el número 1,2. 

El procedimiento a utilizar es la base para la demostración del próximo teorema. 

Sea S, la primera suma de términos positivos que resulte mayor que 1,2. Esto es 
posible, pues la serie formada exclusivamente con los términos positivos es diver¬ 
gente. 

8l - t + J. - A: 

1 3 3 

Se agrega ahora el número necesario de términos negativos para que la nueva 
suma sea menor que 1,2: 

S 2 = 1 + — - — = —. 

2 3 2 6 

Se suman luego términos positivos hasta obtener el primer valor mayor que 1,2: 


Se restan ahora términos hasta conseguir la suma siguiente, próxima a 1,2 por 
delecto, etc: 


_5 _31_ 
6 ’ 30 


La nueva serie, cuyos términos se obtienen de la manera propuesta: 

Va , . 1 1 , 1 , 1 , 1 1 

" 3 2 5 7 9 4 

es un reordenamiento de la serie inicial que resulto convergente, con suma 1,2. 
Sus sumas parciales son: 


D, = 1 D 2 = -5- D, = 4 D, = D, = -2L. d 6 = .... 

Como la serie inicial es convergente (condicionalmente), es lím a p = 0 y, por lo 
tanto, lim b„ = 0 y lim c n - 0. 

Para probar que 1,2 es el límite de la sucesión de sumas (D n ), basta probar que, 
prefijado cualquier e > 0, se puede determinar un n a partir del cual la diferencia 
|D n - 1 ,2| < e. Como (b n ) y (c n ) tienden a cero, Ve > 0 36 > 0 tal que ¡b n | < e y c n | < e 
si n > ft. Por la forma en que fueron ordenados los términos, existe m tal que 
P™ ~ X2| < |b n | < € o \D m - 1.2| < |c„| < e si m > 6. Luego, lím (DJ = 1.2. 

Teorema de Riemann 

Si Va n converge condicionalmenle y k es un número real cualquiera, enton¬ 
ces existe un reordenamiento de ^a n que converge al número k. 
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Demostración 

Sean V b n y V c n las dos senes divergentes, formadas respectivamente 

con los términos positivos y los módulos de tos términos negativos de X a - 

Se eligen términos sucesivos de X b " bas!a ob,ener la prim0ra 5u " 1a 
que supere a k. Esta suma existe por tratarse de las sumas parciales de una serie 

divergente. 

Sea S h dicha suma Resulta 'S h - k| s ,S h - S., ,| ~ ó-, 

Se restan, ahora, términos sucesivos de X c ' hasta ob,ener ,a P nmera su?Tia 
parcial menor que k. Sea S, dicha suma. Para las sumas S r S h 2 .S, , ,1a dife¬ 

rencia con el número k es menor que b h , Además, |S, - k - c r . 



Conlinuando de esa manera se forma una serie de sumas parciales S,. Por la for¬ 
ma en que se han elegido esfas sumas, y recordando que fim tq = lim c n - 0, 
prefijado cualquier £ 7 ' 0 es posible ha.lar S > 0 tal que IS n . e si n . ñ. 
Luego, lim (S„) = k y la sucesión íS„} converge al número k 

Por un procedimiento similar se puede obtener, con los términos de la serie 
•nidal, un reordenamienio que sea divergente a + ». divergente a - oscilante 
enlre números reales prelijados o divergente a 


EJERCICIOS 

1 ) Convergencia absoluta o condicicnai de las series smuientes 

‘( 1) n *'—4- V b. 


Va. - ^ 


n 2 1 


^ l ¡" ir 


2*» - X(- 


— " — (2 nft) s 


2) Dar un reordenamiento de la sene siguiente, cuya suma sea t.5 

Va. = y.(-ir4 


VI. Criterios de convergencia para series de términos 
no negativos 

Como consecuencia del teorema que asegura la convergencia de una se-e si 
converge la de sus módulos que son números no negativos en muchas ocasiones 
-ntc-resa conocer el comportamiento exclusivo ce las series de este lipo. 

Por otra parte, ninguna de las condiciones de convergencia consideradas hasta 
ahora sirve, en la práctica, para determinar de manera simple el carácter de una serie 
Para ello recurriremos a criterios de convergencia cuya aplicación es inmediata. 
Estes criterios son validos exclusivamente para seres de 'erminos no negativos y. en 
algunos casos, solamente para series de términos positivos. 

Criterios de comparación 

Hemos visto ya algunas series cuyo carácter es fácil determinar, como las series 
geométricas y la serie armónica. Estas series se utilizan para determinar el carácter 
de otras series oor comparación. 

1) Convergencia 

Sean N a,, y Xb,. dos series numéricas, ambas de términos no negativos 
Si Vn t'N a n s b. y, además, Xb t converge con suma 8, entonces Xa... 
también converge y su suma no supera a 8. I N t>„ es una serie .TiayOMnfe 

de X a n) 

Demostración 

Considerando las sumas parciales ce ambas series, resulta 
Vn; A. B n (!). 

Como (B n ) es una sucesión creciente de ¡m te B, dicho número B es el extremo 
superior de ÍB r .}. 

Por (1), B también es cota para la sucesión creciente (A.) y. per lo lanío, existe 
lím (A..j y dicho lim te es menor o cual que B 

Nota: En la hipótesis de este teorema se ha exig óo que la desigualdad a, - b, 
se verifique para todo número natural n. Esta condición es más fuerte que la siguiere 
te. con la cual la tes s del teorema también se cumple en lo relativo ai carácter de las 
series: basla que ex;s‘a un número natural r tal que a,, b r si n r En electo, si 
la desigualdad no se verifica para n -- r, pueden suprimirse los r primeros términos en 
ambas series, con lo cual el carácter de las mismas no varia (pág. 357). 


Ejemplo 


T rataremos de determinar el carácter déla siguiente serie de términos positivos. 




1 
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Consideremos la serie geométrica. 


X.b n = 1 


1 1 


1 

Esta última serie es convergente, pues su razón es ^. 

h 1 1 . . 1 - . -JL_. 

Además se observa que. —-123 n 1.2.2...2 2 r ' ' 

Luego, Vn: -i- - -^-.osea. a n < b r .y ]>> r es serie convergente 
por comparación. 

2) Divergencia 

Sean Ya n y ^Tb r . dos series de términos no negativos. Si para cualquier 
númeronalu^ln es a n - b, y,ademas, Vb n diverge, entonces Va, también 
diverge. (X b n es una serie minor3n>e de X a ' ) 

Demostración 

Si la sucesión (B.) de sumas parciales de X^ diverge - Ví > 0 38 0/ 

B > . si n > fi, por definición de limite infinito positivo de una sucesión. 

" Como Vn y Vi > 0: A n ?»B n >ísi n> S. la sucesión de sumas (AJ también 

diverge. 

Ejemplo 

Considérenos la serie seguiente; 

2a * ’ * "Tf * TT '.* “7T '. 

* ^'pan^elo buscamos ^na J*a m.noronlo. por «lemplo. la sene armónica 

S» - ' ‘ T 1 i ' ■ ' 7 ' . 

Resulta Vn: —¿ —, o sea. Vn .a 1 ¿r b n 
\ n n 

Como ^Vb n diverge, también diverge X a " 

Análogamente, la sene diverge si h < 1 . pues, comparando con la 


sene armónica. Vn: 


1 J_ 


Ofifi 


Obsérvese que si la serie conocida es convergente, los términos de la serie por 
investigar deben ser menores que los de aquélla, y que en cambio nada puede ase¬ 
gurarse si son mayores. Nada puede asegurarse, tampoco, de una serie cuyos térmi¬ 
nos son menores que los de una serie divergente. 

Consecuencias del criterio de comparación 

1) Dadas dos series numéricas X a n y X b n- am bas de términos no nega¬ 
tivos, si |Xb n converge y 3r£N/n 2 r ==* a„ « kb v donde k es un número 
positivo, entonces X a n también converge. 

Demostración 

Si X b n converge, también converge ^kb n (pág, 356). Luego, basta aplicar 
el criterio de comparación a las series X a n y X^v 

Análogamente, si X b n diverge y a n s kb„ (k > 0), entonces 2 a n lamb,én 
diverge. 

2) Dadas^íos series numéricas X a n y Xt> n , ambas de términos positivos, 


si converge y 3r € N/ z r 


entonces Va„ tam¬ 


bién converge, 
♦ Demostración 


La condición de la hipótesis se verifica para n = r. Es decir, 

~r— s ~r— <’> => 


g 

Sea k = •• i _ r 1 — > 0, Probaremos que la relación a n s k ■ b n se verifica 
“i-i 

también para todo n > r. 

Consideremos la condición de la hipótesis para n * r - 1. 


Resulta 


r--br-, (2>. 


Como —— < —- kpor{l),si en la relación (2) se sustituye el co- 

ciente por el número k, la desigualdad se mantiene y resulta a,., < k • b.. 

La misma relación puede probarse por inducción para cualquier subindico n pos¬ 
terior a (r + 1). 

Es decir, Vn:n * r => a r , ^ k b n , donde k = ■ a, -’ > 

b -i 
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Aplicando la primera consecuencia del criterio de comparación, ^ a n es una 
serle convergente. 

Aunque el criterio de comparación y sus consecuencias son más accesibles que 
las condiciones de convergencia vistas anteriormente, tampoco es fácil, en la prácti¬ 
ca, encontrar la serie que resulta conveniente para la comparación. 

El criterio siguiente, en cambio, es de aplicación mecánica y simple, si bien no da 
conclusiones para todos los casos. 

Criterio de O'Alembert * 

Sea ]^a n una serie de términos positivos. Si existe el límite f del cociente de 

cada término sobre el anterior y ( < 1, entonces la serie es convergente. Sí ( > 1, 
entonces la serie es divergente. (Si € - 1 nada puede asegurarse sobre el carácter 
de la serie.) 

Primera parte: Ifm ——— = ( y ( < 1 

3 n-1 

Demostración 

Por propiedad del conjunto de los números reales, 3k > O tal que f < k < 1. 
Además, por propiedad del límite finito de una sucesión (pág 335),) si 

lím- 2 — < k, entonces 

a n-1 

3r€ N//n > r => a " -- < kV 

' a n-, ' 

ci k n 

Luego, - - — < ——— si n > r. 

3n-T k 11 ' 1 

Pero ^k n es una serie geométrica de razón k y es convergente, pues 0 < k < 1. 
Aplicando la segunda consecuencia del criterio de comparación, Va n resulta 
convergente. 

Segunda parte: |¡ m ——— =■ C y £ > 1 

a n-t 

Demostración 

Por propiedad de limite finito de una sucesión (pág. 335), 

3reN//n > r => —> 1^ 
y, por lo tanto, a n > a„_, si n > r. 

’ Jean O'Alembert (1717-1783), científico y matemáfioo que integró el grupo de filósofos 
franceses que publicaron la Enciclopedia. Es oonocido, en especial, por sus trábalos sobre 
mecánica. 
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Es decir, como los términos do la serle son positivos y forman una sucesión 
estrictamente creciente, es lim a n * 0. 

Pero en una serie de términos positivos, si el término general no tiende a oerd, la 
serie diverge. 

Ejemplo 1 

Aplicando el criterio de O'Alembert, averiguar el carácter de la serie siguiente: 

Y— 


'" T1 vT = ,ím -¿TT = lím l(^r = 7^ = 2^ converge. 
5 n 1 


Ejemplo 2 


Averiguar el carácter de la sorio 


i- 3(íl-1) „ 3“ 

lm -ñ- = 3 > t =» 2~ÍP diverge. 


Ejemplo 3 


Determinar el carácter de la serle Y--— 

" n ! + i 


n z + i 


lim "I-*"* . 
n*- + 1 


(n—t ) z + i 

En este caso el criterio de D'Alemberl no informa sobre el carácter de la sene. 
Obsérvese que en la serie armónica lim- 5 - = i y Y— diverge. En 


cambio, en la serie también lím-- = 1 , y puede probarse 


que 2)—y- converge. 
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Nota: El criterio de D'Alembert exige que lim——— = (' < 1, y no basta la 

1 

a 

condición ——— < 1 para que la serie sea convergente, 

a-, i 

En la serie armónica, por ejemplo, 

a n _ n _ n - 1 _ 1 _ jl_ < 1 

an-, •> n n 

n - 1 

y la serie armónica diverge. 

Si no se desea aplicar limite, la condición de convergencia de D'Alembert exige 

g 

que el cociente — 2 — se conserve menor que un número k < 1. 

3 n-l 

Osea, si 3reN/(n :> r ——— < k < iV entonces Va n converge. 

El crtlerlo de D'Alembert puede completarse demostrando que si 

lim —--— = +oo 

a n-, 

entonces la sene diverge. 

Criterio de la raíz (Cauchy) 

Sea una serie de ténninos posilivos. Si existe ( - lim va, y f < 1, 

entonces, 2 a n converge. Si € > 1, entonces diverge. (Si f = 1 nada pue¬ 

de asegurarse.) 

La demostración es análoga a la del criterio de D'Alembert. 

Primera parte: Ifmva^ = ( y ( < 1 

Demostración 

Por propiedad del conjunto R. s¡ t < 1, entonces existe un número real k 
tal que t < k < 1. 

Por propiedad del limite finito de una sucesión, existe un número natural r tal 
que: {n > r \/a^ < k). 

Luego, a n < k n , y como ^k" es una serie geométnca convergente, la se¬ 
rie ^a n converge. 

Segunda parle: lím Va^ = e y f > 1 


370 


Demostración 


Por propiedades anteriores existe un número natural r tal que: (n > r a n > 1 ), 
Luego, lim a r # 0 y la serie 2 a n diverge. 


Ejemplo 


Aplicando el criterio de la raíz, averiguar el carácter de las siguientes series: 

i) y— 

—* r»n 


V = lím— = 0 < 1 => converge. 

*Z(- ¿rY 

l,m V (-sír) ”■ -¡ír > ' => 2(-¿r)" 

Criterio de Raabe' 

Sea Va (1 una sene de términos positivos. Si existe 
C = lím^n^l - —p 1 —y t > 1, entonces 2 a n converge. Si ( < 1,en- 

n- i 

tonces 2 a n diverge. (Si t = 1 nada puede asegurarse.) 

Primera parte: lím^n^l -——= t y t > 1 

Demostración 

Si t. > 1, entonces 3c > 0/f > 1 + c>1. 

Además, por una propiedad de las sucesiones convergentes (pág. 335), 


3r€ N/n > r 


"(’ - -¿*r) 


1 + c 


n ^n_1-> 1 + C 


- r>3n > ca n , 


José Luis Raabe (1801-1895), matemático y astrónomo alemán, profesor de la Universi¬ 
dad de Zurich. Es autor de varias obras sobre cálculo diferencial y sobre astronomía 
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La demostración no pierde generalidad si se suporte r = 1, pues si r > 1 
basta suprimir los r términos iniciales y el carácter de la serie no cambia (pág. 357). 
Por lo tanto, la relación (1) es válida para todo número natural n > r - 1. 

Sí n = 2, es a, - 2a 2 > c a, 

n = 3 2a 5 - 3a, > ca 2 

n = 4. 3a 3 - 4a< > ca 3 


n = h (h-Da^, - ha* > ca h _, 

Sumártelo, al cancelar términos resulta: 

a, - ha„ > c(a t + % + .... + a h _,). 

0 _ f]0 0 

Luego, a, + a 2 + . 4- a*_, < — 1 -— < —— = k. donde k no de- 

c c 

pende de h. 

Es decir, existe un número positivo k tal que Vh: S*.., < k. O sea, la sucesión 
de sumas parciales está acotada, lo cual implica que la serie es convergente. 

Segunda parle: Km n (1-^ = ( y f < 1 

' a«-i ' 

Demostración 




n - 1 

El segundo miembro de la desigualdad anterior es el cociente de dos términos 
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consecutivos de la serie armónica. Por la segunda consecuencia del criterio de com¬ 
paración, Va n resulta divergente. 

E/emplo 

Aplicando el criterio de Raabe, determinar el carácter de la serie V — 

* J r-i* 


límlnfl - 


H^-)] 


= lím Inít 


tim —— ^ = 2 > t => y—converge 


Obsérvese que el criterio de D’Alembert no proporciona Información sobre el 
carácter de la serle, 


pues lim 


(n- 1) 2 


EJERCICIOS 


1) Aplicar el criterio de comparación para demostrar que la serle V —í— converge 

si h > 1. n h 

2) Aplicar el criterio de comparación para determinar el carácter de las series si¬ 
guientes: 


a) V- 


n* + 1 


d) y- 


n J + 1 


b) y —— 
o) y—u 

7 v n 


c) ^ 2 — T , 
o 24- 


3) Aplicar el criterio de D'Alembert: 


a) Y-í- 

’ ^ n!(n — 1)! 

¡> 24 V- 


b > 2 ^ 


n 3 + 1 




(n+1)(n-2) 


0 y-™ 

f) 2-5! 

i) v_ q!_ 

' ^ (n+1)! 


(n- 1)(n+2) 

n3 
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m) 2- 
q) 2- 


2" n! 


">2 


(n+3)l 


3!n!3 n 


o)2- 


n(n-t) 


ni 


(n+1) n 

Y a" 

4) ¿Para qué valores de a converge la serle ¿j n ¡ ' 

5) Aplicar el criterio de la raíz: 

» mr ^ ^(t-i 

6) Aplicar el criterio de Raabe: 

a ' ^ (2n* t)(2n 1) 

5 


« 2 ^ 



. c> 2' 

, -O n 2 - 1 
el 2 2n =., 

f>2 


5" 


«2 (ir 


2m + 1 


Vil. Series alternadas 

Sí los términos de una serie de números reales son alternadamente positivos y 
negativos, la serie recibe el nombre de serie alternada 

Porejemplo, = a, - a 2 - a 3 - a 4 - (a n > Ojesuna 

serle alternada. 

Criterio de convergencia 

Si (a n ) es una sucesión de números reales positivos que decrece estrictamente, 
entonces 2 (- 1 )"*' a n converge si y sólo si Km a n = 0. 

Primera parte: Si la serie alternada converge, entonces lima,, = 0. 

Es la condición necesaria de convergencia para cualquier serie numérica 

(pág. 357). 

Segunda parr®: Si lím a n - 0, entonces la serie indicada converge. 

a) Las sumas de índice par forman una sucesión estrictamente creciente. 

= S 2n ~ ( a 2n+i — a Sm2^ 

s 2n -? = + e (Í > o, pues a*., > a 2n<2 . ya 

que (a n ) es estrictamente decreciente) 

Luego, Vn: S Zn < S 2n _ 2 y S 2 < S 4 < S 6 < ... < S 2n < S 2 n -2 < ... 

O sea. (S^) es estrictamente creciente. 

b) Las sumas de índice impar toman una sucesión estrictamente decreciente. 


S ?n - 

1 “ 1 

(3 2p - ajo,)) 


s in . 

, = s*., 

A 

V 

1 

0) 

Luego, Vn: S 2r , , > 

^2n-t V S, 

> s 3 > s, > ... 

^ Sjn., > S 2n j., > ... 


O sea, (S 2ft .,) es estrictamente decreciente. 


c) Cualquier suma de índice impar es mayor que la correspondiente suma de 
Indice par. 

Vn: = S 2r ,„ - a 2nM => Vn: S* < S^.,. 

Ahora bien, (a sucesión creciente de sumas pares está acotada superiormente 
por cualquier suma impar y, análogamente, la sucesión decreciente de sumas impa¬ 
res está acotada interiormente por cualquier suma par. 

s 2 < s< < ... < s 2n < ... < s 2p „ < ... < s a < s, 

Por el teorema fundamental de sucesiones monótonas acotadas (pág. 338), am¬ 
bas sucesiones tienen limite finito 

Es decir, 

3S / lím S 2r . « S y 3S'/límS ?n+1 = S‘. 

Ahora bien, S 21 ., = S 2n + a 2lMl . 

límSin., = l(mS 2n + lima*.,. 

Como por hipótesis es lím a 2nM = 0, resulta: ' 

S' = S + 0. 

Luego, la sucesión (S r .) de sumas parciales (pares e impares) tiene un limite 
único y la serie considerada es convergente. 

Gráficamente: 



L/omplo 

La serie alternada V ( -1 ^ 11 ~ es convergente. 


En efecto, la sucesión j de sus términos es estrictamente decreciente, 

pues Vn: — > —-—. Además es lím — = 0. 
n n - 1 n 
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EJERCICIOS 

Indicar el carácter Ce las siguientes series alternadas: 

b) Y(.. ir -JU_L 




c) 2(-i y 


n - 2 
3n 


tí) V( t) n — 


n' - 1 


♦ VIII. Series de funciones 


Hasta ahora se han estudiado solamente sucesones y series numéricas Pue¬ 
den considerarse también sucesiones y ser-es funcionales, es decir, sucesiones y 
series cuyos términos son funciones escalares. 

Suces/drt de funciones es una función cuyo dominio es el conjunto de los núme¬ 
ros naturales y cuyo recorrido es un conjunto de funciones escalares 

(U •' (f, ;f 2 :f 2 :.:f n ; ) es una sucesión numerable de fundones reales 

Sene t,V /unciones o serie funcional asociada a una sucesión de funciones os la 
sucesión de 5.'mas parciales de fa misma. 

Es decir, v Jen definiciones analogas a las rie sucesiones y senes numéricas 
Pero si bien la dei:.' c ón puede parecer similar, el concepto es diferente y mucho más 
amplio. 

Sea ta siguiente una serie de funciones. 



Si x es un punto que pertenece Simultáneamente al dominio de cada una de las 
funciones consideradas, entonces 

Yf r (x) =• f,«x) - f 2 (x) - . • i,jx) ■ . 

es una serie numérica. 

Es decir, para cada numero x que pertenece a la intersección de 'os dominios de 
las n funciones, la serio de funciones se transforma en una sene numénca que puede 
o no ser convergente. 

Por ejemplo, si ¡aserie Vf n (x) es co-nvergenlo en e! punto x,, por definición 
de serie con vergenfe existe un numero rea.' que es su suma y al cual designamos t(x.). 

Osea, 3f(x,) /f(x, j - Yf.(x,) 

Se cumple: 


Ve 


0 36 (e.x.) 


0 / 


2 f - (x i) 


Análogamente, si la serie converge para x ? , 


f(x.) 


< e si n '> o. 


3f{x ¿ )/Y f n (x ? ) = f(x ¿ ) 

W > 0 3S'(e,x ? ) > 0/|¿f,(x 2 ) í(x 3 ) 


y 

< € si n > 6' 


Aunque se eli;a el mismo número e para ambas series, en general ñ * H‘; pues 
cada uno de ellos depende, r espectivamenle, de x, y x 3 , además de depender de e 


Si consideramos el coniunto I - {x,,x 2 }, la sene Vyxj es convergente 

en I, y para cada € basta elegir el mayor entre ó y 6' que resulla válido para ambas 
series. 

Si el conjunto I = jx 1 .x 2 ,x 3l ...,x n } es un conjunto finito de n elementos, y la serie 
de funciones converge simultáneamente para los n valores de x, el mayor entre los 
valores de 6 es válido para todos los casos y la serie Vf n {x) converge en I. 

Si se trata, en cambio, de un conjunto I de infinitos elementos, no siempre es 
posible encontrar un número 5 que dependa de e y no dependa, además, de cada 
valor.de x. 

Si ello es posible, se dice que la serie de funciones es uniformemente conver¬ 
gente Puede probarse que la convergencia uniforme es una propiedad más fuerte 
que la convergencia, pues implica la convergencia de la serie funcional, pero el 
reciproco es fafso, 


Definiciones 

1) La serie de funciones Y f„ es convergente en el conjunto I si y sólo si, para 
(odo x e I, la serie numérica ^Tf n (x) es convergente. 

O sea, 

Vxe l:[ve > O 36 > 0/(n > 6 => |¿ f h (x) - f(x)| •< «)]. 


2) La serie de funciones 
Ve > 0: [36 > 0/Vxe I: ( 


f n converge uniformemente en el conjunto I si 
11 > » => ||f h (x) - f(x)| < e)] 


La diferencia fundamental entre ambas definiciones está, como ya se ha indica¬ 
do, en que fa convergencia uniforme exige, además de la convergencia, que el nú¬ 
mero 6 que se determina para cada e sea independiente del número x.' 

En el caso de series numéricas, convergencia y convergencia uniforme son equi¬ 
valentes, pues hay un solo valor x. 

Las series de funciones uniformemente convergentes definen, a su vez, nuevas 
funciones. 

Puede demosfrarse, por ejemplo, que la suma de una serie uniformemente con¬ 
vergente de funciones continuas en un conjunto I es también una función continua 
en I- Esta propiedad no es válida sí fa serie de funciones converge pero su conver¬ 
gencia no es uniforme. 

Entre las series de funciones, las más simples son las series de potencias, que 
se utilizan para el desarrollo en serie de funciones según las fórmulas de Taylor o de 
Maclaurin. 

Series de potencias 

La serie 
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4- 


V an (x-cr = t a,{x-c) + a 2 (x-c)* i .... + a n (x-c) a 

es una serie de potencias Los números reales a 0 ,a,.a 2 .a,,... son los coeficientes 

de la serie. 

En particular, si c = 0, se obtiene la sene de potencias 

2 a "*" = a o + a i x * - . + a„x n + . 


Nos referiremos exclusivamente a series de potencias de este último tipo, pues 
cualquier serie Ya n (ii-c) B puyte llevarse a la forma V a r x' n haciendo x' = x - c. 

Como ya se ha visto, sólo para valores de x que hacen convergente a la respec¬ 
tiva serie numérica, la expresión 2 a "* n de,ine una función escalar 

Es decir, si la serie es convergente para cada número real x de un conjunto I, 
existe una función cuyo dominio es I y cuyo recorrido se obtiene asignando como ima 
gen, para cada número x. la suma de la serie numérica corrospondienle. 

Veamos ahora distintos casos de convergencia para una serie ^a r x n 

Se presentan tres situaciones posibles: series que convergen solamente pa¬ 
ra x = 0; series que convergen para cualquier número real x, y senos que convergen 
para algunos valores de x y no convergen para otros. 

Primer caso 

Puece observarse que la serie V a,,x" converge si x = 0. Esto se comprueba 
sustituyendo x por 0 en la serie dada. 

Ahora L.en. toda serie Va n x" converge para x - 0 . pero algunas de ellas 
solamente convergen para ese valor 

Por ejemplo ia sene V n! x r solamente converge si x - 0. En electo, si elegi¬ 
mos cualquier número x, 4- 0, el término general de la serie numérica 2 n!x s° 

tiende a infinito y no se cumple la condición necesaria de convergencia. Por lo tanto, 
la serie dada no converge para ningún número x # 0. 

Segundo caso 

Hay series que convergen para cualquier valor de x. Consideremos la serle 

._. „r> 

2—. 

^ n! 

Elijamos cualquier número f Oy co isli eremos la serie de términos positivos 


Si aplicamos el criterio de D’Alembert a la serie numérica de términos positivos 


y IVI 


, resulta: 
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K n \ 

n! 

Ixp-n 

<n-1)! 


= lim-^- = 0 < 1. 

n 


Luego, la serie 2“^" conver 9® para cualquier número x y lo mismo sucede 
con la serie 2’"^p qtje es absolutamente convergente (pag. 360) 


Tercer caso 


Otras series, en cambio, convergen solamente para algunos valores de x. 

La serie V x n , por ejemplo, sólo converge si |x| < 1, pues para cada x la serie 
indicada es una serie geométrica de razón x. 


Teorema 1 

Si la serie de potencias 2 a n xn converge para el valor x 0 4 0, entonces con¬ 
verge absolutamente para cualquier valor de x tal que |x| < ;x 0 |. 

Demostración 

Si 2 a n x o" converge, entonces el término general de la serie tiende a cero. 
Si elegimos € = 1, existe 8 > 0 tal que para lodo número natural n > 8 
resulta |a n x 0 n | < 1 (1). 

Ahora bien, 



Por (1), ¡a n x 0 n | < 1 si n > s. 

Reemplazando en (2): |a„x n ¡ < 1 • —í—" si n > 8. 

x o ’ 

x jn 

Osea, |a n x n | < - si n > 8. 

X Q ' 

Si x es un número que cumple la condición |x| < ¡Xg'.esq = —5— < 1. 

I x n I 

Luego, si n > 8, entonces es |a r x n | < q n , y la serie 2¡ a n x "l converge por 
comparación con la serie geométrica 2^"- P° r tanto, 2 a ^ x '' c° nver 9 e abso¬ 
lutamente. 
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Teorema 2 


Si una serie de potencias a n x " no cornee» para el valor x 0 . entonces tam¬ 
poco converge para un número x si |x| > x 0 |. 

Demostración 

Suponemos Que existe un número x, para el cual |x,| > ^pl y la señe ^,a n x i 
converge. 

Ahora bien, la serie ^a^x," c 0 ™ 0 ^®- de acuerdo con nuestra suposición, y 

no converge para el número x 0 , siendo |x 0 ' < |x, |. 

Esto contradice al teorema 1 y, por lo tanto, la suposición inicial es lalsa. 

Luego, ^a n x n no converge en las condiciones dadas si |x¡ > |x 0 \ 


Radio e intervalo de convergencia 

Definiremos ahora radio e intervalo de convergencia para los tres casos pro¬ 
puestos en la página 378. 

1) Si la serie ^ a n x r converge solamente para x = 0. el radio de convergencia 
y el intervalo de convergencia son ambos nulos, 

2) Si la serie conver 9 e P 3 * 3 cualquier número real x, el intervalo de 

convergencia es R. En este caso el radio de convergencia es infinito (+ »). 

3) SI la serie ]£a n x n converge solamente para algunos valores de x y no con¬ 
verge para otros, sea A el conjunto formado con los módulos de los valores de x para 
los cuales la serie es convergente. 

El número positivo r es el radío de convergencia de la serie X a " x " si v sól ° 
si r es el supremo del conjunto A. 

Si r es el radio de convergencia de la serie, el intervalo (-r;r) es su intervalo de 
convergencia. 

Puede probarse, si la serie ,iene radio d0 conver 9 enc ' a r - ^ ue la se " e 

converge absolutamente para cualquier número x si 'x| < r y que no converge si W > r. 
(Obsérvese que nada se alirma sobre el comportamiento de la serie para jx[ - r, 
que depende de cada caso en particular.) 

Cálculo del radio de convergencia 

Consideremos la serie ^a n x n . Sabemos que esta sene converge si ^kAI 
converge. 

a | a„ x" | _ ^ , wl 

Si existe lim •— = í , para cada número x es lím - A- 

a n-i 1 a ^' x 


Aplicando el criterio de D'Alembert. para cada x resulta: 


380 


r'-jxl < 1 => 2 a " xn converge y 

^ • Jx| > 1 =» ^ a ft x n . diverge. 

1 3. I ^ 

- 2 — = € * 0, la serie converge si |x: < — y 

a n-i 1 f 

diverge si |x| > -j. 

S¡ es f - 0, la serie converge para cualquier valor de 
En efecto, Vx: ( • ¡xj = 0 < 1. 



Serie de Macfaurln 

Ya se ha visto en el capítulo 8 la fórmula para el desarrollo de una función utili¬ 
zando el polinomio de Taylor o el de Maclaurin. 

Si f tiene derivada finita continua de orden (n+1) en el origen, la fórmula de 
Maclaurin es (pág. 309): 


f(x) = f(O) + f'(0)x + JlMíL + 


¡y\ y n - • 

+ -(ñ+lji- < zen,rex y C). 

v-i fot x n 

O sea, f(x) = 2, J - + r„ + ,00 (D, donde r n+1 (x) es el tér 

h-0 n ’ 

mino complementario. 
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Interesa saber en qué condiciones las expresiones (1) y (2) coinciden, o sea, en 


qué condiciones es f(x) 


x. 

2 


t ;h: (0) x h 
h! 


En primer lugar, la igualdad anterior sólo tiene sentido si la serie de potencias es 
convergente para cada número x que se considera, es decir, si r es el radio de con¬ 
vergencia de la serie debe $erixl< r. 

En segundo lugar, el término complementario debe tender a cero cuando n—> x. 

En efecto, por (1), f(x) - jT --r¡-* = r i.|W 

h _ 0 ' 


Luego, lim [f(x) - ¿ f 

n—* L. h -c- J 


h-0 

0sea . [w ... - M -- [g-=HF] - 


l' h) (0) x h -\ 


= [ r '-' ( 4 


r f |h) (0) x h n 
S¡ llm fr,., (x) = 0, entonces f<x) = 1^ [ 2, Ñ J 

?v-»% |_ J h-0 


Por lo tanto, si f es derlvable indefinidamente en un intervalo ( r;r) y, además, 
Iicp ^ {x)] = o, entonces, para cualquier x del intervalo considerado, es 

rt—• * 


f(x) = 


K 



t lh > (0) x h 
h» 


Obsérvese que la condición exigida de que el término complementario tienda a 
• cero implica la convergencia de la serie de potencias en el Intervalo (-r;r). pues su 
suma es finita e igual a f(x). El reciproco, sin embargo, es falso, pues la serie de 
potencias puede ser convergente y el término oomplemenlario no tener limite nulo 
para n—* x. 


En ese caso la función correspondiente no puede desarrollarse en serie de 
Maclaurin. 

Un COritraejemplo lo p-opordona la sigu ente función, conocida como lunción 
de Cauchy: 


i 

e *’ si x # 0 


f:x — 


LO si x - 0 


Puede demostrarse que esta func¡on nene n denvadas finitas en R que se anulan 
en el origen 

Por lo tanto, los coeficientes de la sene de Maclaurin son nulos, y para cual¬ 
quier x la suma de la serie correspondiente da cero. 

Estos valores no coinciden con los valores de f, que solamente se anula en el 
origen. 

Aplicación 


Si una función es derivabfe indefinidamente, las consideraciones anteriores per¬ 
miten desarrollarla en serie de potencias. 

Para ello debe escribirse, en cada caso, la formula de Taylor o de Maclaurin 
correspondiente, y verificar que el termino complementario tiende a cero, Esto no 
siempre es fácil, pues no se conoce z. pero algunas veces es posible acotar el resto y 
probar, entonces, que su limite os cero. 

Tralaremos de desarrollar en serie ía luncion seno. 

Aplicando la fórmula de Maclaurin, es: 


sen x = x 


X 3 . X 5 / x n 

~tt- + .. I senf 2 + n — 1 —— 

3Í 5! V 2/ n! 


lim - — —I = lím l- j 2rv ^ r I -5 lint-1 

a-, , I I (2n+1)11 2n(2n 


= 0. 


2n(2n + 1) 

Luego, la serie converge para cualquier número real x. 

Además, lim^ |sen (z - ns llm-^i- =* 0 (pues es el término 
general de la serie que converge [pág. 361 


3 S 

Por lo tanto, Vxtsenx = x —— + — ■ 

3! 5! 


EJERCICIOS 


„2n-t 


(2n-t)! 


t) Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias: 
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a) ¿(-ir 1 4- 

n-1 " 

v \ x n 

b) Y-2— 

~ ni 

n j 

c) 



x V n x" 
e) 2 n+1 

f) 

V n!x n 

2) Desarrollar en serie de Maclaurin, si es posible 



a) eos x 

b) lh(l+x) 

c) e* 



RESPUESTAS A EJERCICIOS 

CAPÍTULO 10 

Sección I 

1) Va, diverge 3£b n = j £ c n = J X d n = y 

Sección IIl 

D • X d n - 2 e -> v no convergen 

Sección V 


1) Las cuatro series convergen absolutamente 

2) 5>n = 1 + 4- + -T 


- J_ J_ 

7 1 9 ' 


1 

11 


1 

13 


1 

15 



Sección VI 

1) Serie mayorante 




2) a) Converge. Comparar con 



b) Converge, Comparar con 

c) , Converge. Comparar con 



d) Diverge. Comparar con 



e) Diverge (k -£——■) 

f) Converge. Comparar con Y —— 

n ? 

3) g) Diverge. Las restantes convergen (Para e y ( el criterio de D'Alembert 

forma.) 

4) Converge para todo número real a 

5) c diverge. Las restantes convergen 

6) a, b, c y d convergen; e diverge 

Sección Vil 
1) a y d converger 
Sección VIII 

1) a) r = 1 b) r = + «o c) r =» + x d) r = — e) r = 1 f) r = 

3 

2) a) eos x = i —+ -5-— ... 5 ) | n (•) +X) _ x — + _ 

¿ 41 2 3 4 

V * V 3 y* 

c) e* = 1 + x + ~ + —- + JL_ + 

2f 3! 4! 


no ¡n- 


0 
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11. PRIMITIVAS 

El análisis elemental ocluye oos procesos fundamentales', el cálculo de deriva¬ 
das y el cálculo de inlegrales. 

El primer proceso, derivación o d'erenó ación, conduce, como ya se ha visto, a 
definir ia recta langerle al gráfico de una función üerivable en cualquier punto del 
mismo El segundo proceso, la integración, permite hal'ar el area de regiones Ilimita¬ 
das por el gráfico de funciones continuas. 

Ambos problemas, el de 'a recia tangente y el del área, se resuelvon por caminos 
totalmente independientes, pero terminan vinculándose enlre sí, pues el cálculo de 
áreas se reduce finalmente al cálculo de anliderivadas o primitivas. 

De acuerdo con las consideraciones anteriores, debe darse piimero el concepto 
de integral definida y una definición conveniente de área. Más tarde, metíianle el 
teorema fundamental del cálculo integral, se relacionan ambos conceptos con la deri¬ 
vada, o mejor dicho con las anliderivadas. 

Dedicamos este capitulo solamente a ‘-a antiderivacion u "cálculo inverso do la 
derivación. Para ello definiremos previamente función primeva o antiderivatía de una 
función f y luego estableceremos cierta técnica de integración" casada en el cálculo 
de derivadas ya conocido. 


I. Primitiva o antiderivada 

Si f es una función definida en un conjunto D. la función F, definida en el mismo 
conjunto, es una primitiva de f si y so.o si F es dc-rivable en D y f es su derivada. 
Es decir. 

F primibva de f en D VxeD: F'(x) = 1(x). 

Obsérvese que F es una primitiva de f y no 'a primitiva, pues hay infinitas funcio¬ 
nes diferentes cuya derivada es f (en el caso en que haya por lo menos una), 

Lafuncion F es una primitiva o aniidenvadacel. o también integral indefinida de ( 

Ejemplos 

1) Sea f: x ~*4x 3 . 

F 0 ; x —» x 4 es una primitiva de f, pues Vx: F'(x) = 4x J = f(x). 


También F,:x-»x 4 * 3 

F ? : x -* x 4 + v 2 son otras dos funciones primitivas de f. 

Er> general, F' x -» x 4 + k es una primitiva de f para cualquier número real k, 
2) Sea g: x —. eos x. 

G x —» sen x + k es una primitiva de f, pues Vx: G'(x) = eos x = g(x). 

Por fo tanto, recordando las fórmulas que dan las derivadas, se pueden hallar las 
primitivas. 

Se comprende inmediatamente que no todas las funciones tienen primitivas 
Además su cálculo no es simple en general, pues funciones elementales pueden 
tener primilivas de cálculo muy complicado 

Teorema 


Una función f que admite, en un conjunto, una función primitiva F, admite infinitas 
funciones primitivas, todas ellas de la forma F i k, donde k es un número real 
cualquiera. 

Demostración 


Si F es primitiva de f en D, por definición. Vxí D: F'(x) = f(x). 

Si k es un número real cualquiera, la función F fc - F + k es derivable y su 
derivada es F’ k =» F' * 0 = f. 

Por lo tanto, existen infintas funciones que son primitivas de í. Si el dominio-es 
un intervalo I, todas ellas difieren en una constanle y t no admite otra primitiva fuera 
de ellas. 

En efecto, si F y G son dos primitivas cualesquiera de la función f en el intervalo I, 
por definición. Vxél: F‘{x) = f{x) y G'(x) = f(x). 

Luego, F y G son funciones que tienen la misma derivada Por una consecuencia 
del teorema del valor medio del calcino diferencial (pág. 249), F y G difieren en una 
constante. 

O sea, 3k e R / G = F -i k. 


Para designar una primitiva cualquiera de la función f suele utilizarse el sím¬ 
bolo J*f. que se lee "primitiva de I o antiderivada de f o integral indefinida de f". 

La función f es el integrándoos la integral indefinida J*f. 

Es mas común el símbolo J l(x) dx, que designa también una primitiva cualquie¬ 
ra de f y fue introducido por Leibniz’ en el ano 1675. 

Por razones prácticas, los símbolos J*f, J'f(x), J*l(x) dx serán utilizados en 
forma equivalente 


’ Godolredo Guillermo, barón de Lcibniz (1646-1716). filósofo y matemático alemán, con 
profundos conocimionios de física, historia, derecho, teología y polilica. Se lo considera '‘descu¬ 
bridor" del cálculo diferencial, pues publicó sus ideas antes que Newton. 
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Por ejemplo, si f: x - x\ las siguientes expresiones son equivalentes: Jf. 
J x 3 , J x 3 dx. 

Por otra parte, tamb'én son equivalentes las expresiones 

Jx 3 dx . J* t 3 dt, Jr'dr 

Prescindiremos de la notación diferencial mientras la expresión consideraos ten¬ 
ga una sola variable y no se puedan originar contusiones 

II. Integración inmediata 

Los teoremas siguientes, basados en conocidas propiedades de las derivadas, 
facilitan el cálculo do primitivas en los casos más simples 

Teorema 1 

Si f y g son dos funciones definidas en un conjunto D, F es una primitiva de t y G 
es una primitiva de g. entonces F i G es una pnmitiva de I t g 

Demostración 

Para probar que F = G es una primitiva de f = g debe verificarse que 
(FiG)' = f ± g. 

Ahora bien, aplicando derivada de la suma (o resia) de dos funciones derivables. 

es(F±G)'-= f £ G r (1) , . . 

Como F es primiliva de f. por definición es F' = f, y como G es primitiva de g, 

65 Reemplazando en (1), es (F±G)' = f i g, y el teorema queda probado. 

Este teorema se ceneral-za fácilmente por inducción completa para n sumandos 

jix-ijv 

J 1-1 n=1 

Ejemplo 

J(x z -senx + 0‘ x ) = Jx 2 + Jsenx + Je - * = 

= —— + (—eos x) + (-e ') + k = 

3 

Y 3 

= -í_ - cosx - e * -r k. 


Teorema 2 

Si I os una función definida en D, c un número real y F una primitiva de f en O, 
enlonces cF es una primitiva de el en D. 
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Demostración 


Probar que cF es una primitiva de cf significa verificar que (cF)' - cf. 

Ahora bien, aplicando derivada del producto de una constante por una función 
derivable, resulta (cF)' = cF‘ (1). 

Como F es primitiva de f. por definición es F' = I. 

Reemplazando F' por f en ( 1 ), queda la tesis. 

Ejemplo 

j( 3x 4 ) = 3 Jx* = 3 + k. 

Teorema 3 

Para todo número real n * -1 es f x r = * ' _ |< 

J n + t 

Demostración 



Ejemplos 

2) Jx 1/3 = -§■» + k. pues » x 


Teorema 4 

J-~ = ln M + k. 

París verificar la igualdad anterior aplicamos fórmulas cíe derivación: 

1) Si x > 0, entonces ln x\ = fn x. 

Luego, (ln x + k)' = — 

X 

2) Si x < 0, entonces fo x, = ln( x). 

Luego, (ln(-x}+k)' = —í—•( i) = — 

x x 

Por lo tanto, 
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x: ( x * 0 =* Jt = ln |x + y ) 


Obsérvese que no hay error en la expresión 


si el integrando es positivo. 
En cambio, la fórmula 


Í 7 " 


Inx + k 


/-£■ “ ln M + k 


admite integrando negativo. 

Obsérvese también que la función f / íi'x) - ln x es una restricción de 
9 / g(x) = ln |x|, pues Df = R ‘ mientras C\j = R - jO}. 

Con la notación diferencial indicada en la página 387 la expresión de los teore¬ 
mas anteriores es: 

Teorema 1: /«»> ± g(x)] dx = J*t(x) d * ± f 9<x) 

Teorema 2: J*c f(x) dx = c /"«> dx 

/ vHH 

x° dx = - - k si n -e -1 

n + 1 

Teorema 4: dx = ln |x| + k 

Mediante teoremas similares, cuya demostración consiste en verificar simplemente 
que la función obtenida admite como derivada a la función inicial, se obtienen otras 
fórmulas para antiderivadas. 


EJERCICIOS 

« Hr 
3 > 7 

5 > /-f 

7 ) J( 7 x vs - Vx 7 ) 


2) J (x 4 + x 3 - sen x} 

4) J^2x V5 - Vx 5 ” - 6^ 
6) J(3x 4 + 5 x 9 ) 

6) J On 2 - i) 


111. Integración por regla de la cadena (sustitución) 

Teorema 

Si f tiene derivada finita en D, entonces, para todo número real n* -t, es: 
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Demostración 


S¡ se aplica la regla de la cadena a la función f: 


{— * kV. -ÉLÜIEL.f. - r i- 

V n + 1 / n t i • 


que justifica la tesis. 

Ejemplo 1 

J I(3x z - 5x) 6 • {6x - 5)1 = ■ < 3x? - 5x)? , k , 

p-« (ii * i ; W . „)’, M 2£^jüí. (6X . 5) , 

= (3x 2 - 5x) 6 (6x i 5). 

Este tipo de integración puede utilizarse en otras funciones compuestas, además 
del caso anterior en que se consideró especialmente una función de tipo potencial. 

El método se apoya en la aplicación de la regla de la cadena para derivar funcio¬ 
nes compuestas. 

Ejemplo 2 


Consideremos j J^cos (ln x) • 1. 


En este caso, eos (ln x) indica una función compuesta, y la función exterior cose¬ 
no tiene primitiva inmediata seno. 

Además, está multiplicada por la derivada de ln x. que es —. 


O sea, puede escribirse 


f [eos (ln x) ■— j = J [sen (ln x)¡'. 
pues, aplicando la regla de la cadena, es 

lsen ; (ln x)] É = fcos(tnx)- - I 


fo tanto, J |c 


cos(lnx) — = sen (ln x) - k 
x 


En general, j |T [ 
Para comprobarlo: 


[9<*)J 9'(xj) = 


F tg(x) | * k, donde F‘ - f. 


(F[g(x>) f k)' - F'[g(x)J g'(x) = f[g(x)| g {x). 


El cálculo cíe este tipo de integrales parece complicado en sus comienzos, pues 
su éxito depende de poder indicar la tuncion compuesla en forma tal que la función 
exterior lenga primitiva inmediata y figure la derivada de la función interior 

Ejemplo 3 

Consideremos J 'sen(x-) •x']. 

La expresión sen (x s ) corresponde a una función compuesta, conde ’-a función 
exterior seno tiene primitiva inmediala y, aunque ro aparece la derivada de x - . basta 
agregar la constante requerida. 

En efecto: 


J|sen(x E '} • x 4 ] —-- J* fsen(x s ) 5x 4 J 


— cosix 5 ) • k 
5 


Para comprobarlo: 


^ _i cos(x‘ , f ' k)' - -g sentx 3 ) 5x 4 = sen(x') • x 4 . 
So ha visto también, al enunciar el teorema anterior, que la lórrrula 

/ jn* 1 

(f . r¡ ._ —'- * k no es válida si n = -1. 

n i 1 


Recordando que si y = In t(x) es y' - -jrjy f (*)• 


a JV' f) - J(y «) " lHi’1 * k 


resulta 


Ejemplo 4 


2x + 1 

5 

X -*• X 


lnx ? • x + k 


Ejemplo 5 

r * ? = _L f 3x ' M- , 1 |n |x 3 + 6* f l| 4. k 

J x 3 • 6x + 1 3 J x a • 6x * 1 3 

La habilidad para este tipo de integración sólo se adquiere con la práctica. Una 
forma mecánica de iniciarse es ap'icar una sustitución conveniente de variable, que 
resulta más sencilla si se utiliza la notación diferencial. 

Consideremos los mismos ejemplos anleriores: 

1) f (3x ? + Sx) 5 (6x • 5) dx. Hagamos t - 3x ? - 5x. 

Luego, dt = (6x +- 5)dx. 


, Sustituyendo, es: J*(3x 2 * 5x) 6 (6x + 5) dx = 

r.B t 7 . , _ (3x g + 5x) r 


t° • dt = 


+ k = 
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2) J cos{!n x) • dx. Hagamos t ^ In x. 


Luego, dt = — dx. 


Sustituyendo, es: J cos(ln x) -L dx = J*cos t dt = 


= sen t * k =< sen(ln x) + k. 


3) J sen{x 5 ) x 4 dx. Hagamos la sustitución t = 


Luego, dt = 5x 4 dx y x 4 dx = -g-dt. 

O 


Sustituyendo, es: 


J*sen(x 5 ) x 4 dx = J sen t -g- dt = sen I dt = 


= — {-cost) -r k = —¡r cos(x 5 ) + k. 
5 5 


4) I 4 * dx. Hagamos t = x 2 - x. 

J x 2 + x 

Luego, dt = (2x + 1) dx. 

Sustituyendo: J 2 * ' 1 dx = J = ln¡t| t k = ln|x 2 + x| + k 

5) f—^——-— dx. Hagamos t = x 3 + 6x + 1. 

J x 3 + 6x + 1 


dx. Hagamos t = x 3 + 6x + 1. 

Luego, dt = {3x 2 + 6) dx 

dt = 3{x 2 + 2) dx 

— = (x 2 + 2) dx. 

3 v 

x ? + 2 1 r dt 1 


Sustituyendo: f —^——— dx = f —— = — ln|t| + k = 

J x 3 + 6x + 1 3 J t 3 


trt|x 3 - 6x + 1', + k. 


Otros ejemplos 
m f 3x 2 + 5 

’ J VFTsi 


Sea t = x 3 + 5x. 


Luego, f 3 * g ' + 5 - dx = j = J 
J Vr+5x J Vt J 


dt = (3x 2 + 5)d*. 


t * dt = 2t e + k = 
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EJERCICIOS 

3) J[(x s + 7> s 3x 4 ] 

5) J[(2x 6 ■ 3x) s ' 5 (4x 5 t)l 

7) f 

J i sen 2 x 

9) «“ .)] «)/ Ti64xI 



eos X - X 


13) /(eos 6 (3x) sen(3x)) 

i« f —l + 3x — 

J J (2x - 3x 2 ) 5 

17) / [sen x cos 6 x] 

19) /(x*sen(x 5 ^ 3)1 


23) /[x cos(1 - x 2 )] 

25) /[<3x 7 + 2} 3 -^-] 

*»i4- 

29) f|>>-V) 

J V cos'x ' 


IV. Integración por partes 

S¡ observamos los ejemplos que se han resuelto por sustitución (pág, 393), ve¬ 
mos que el integrando está formado en todos los casos por el producto de dos fun¬ 
ciones. 

Ahora bien, no hay fórmula para hallar la primitiva de un producto,-ya que la 
derivada de un producto no es el produelo de las derivadas. Por lo lanío, en lodos los 
casos presentados en la sección anterior, para aplicar la regla de la cadena debimos 
descubrir primero si uno de los factores correspondía a una función compuesta y el 
otro a la derivada de la función interior. 

Es común al resolver ejercicios que se presente la integral de un producto, donde 
no se cumplen las condiciones anteriores y no puede, por lo tanto, recurrirse a la 
regla de Ja cadena. 

En esos casos, si una de las funciones es integrable en forma inmediato, se 
recurre al método de integración por partes, que utiliza el cálculo inverso al de la 
derivada de un producto de dos factores. 

Sabemos, por regla de derivación del producto, que 

(fg)‘ = f’g * fg'. 


Sí todos ios términos son integrables, es: 



/ (fg)' = / (f'g) + / (fg'). 

o sea. 

fg + k - / (f'g) - / (fg ) 

y 

/(f'g) = fg - /(fg') - i 


que es la fórmula de integración por partes. 

Observemos que en el primer miembro de la fórmula aparece como integrando el 
produelo de dos funciones, una de las cuales, f\ tiene primitiva inmediata f. 

Nota: Para abreviar la notación, al buscar primitivas agregaremos la conslante k 
recién al finalizar los cálculos. 


x 3 + l 


«' /■ 

26} J" ten (2x) v eos (2*¡ 

28) /[3 ,a ‘> e'] 

30) /[lg 3 x sec 2 x| 
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Ejemplo 1 


j (x•ln x) 

Al observar el integrando se ve que no puede aplicarse la regla de la cadena., 
pero uno de los factores, x, tiene primitiva inmediata -y. 

Luego, se puede intentar el procedimiento de integración por partes. 

x 2 

f ( x ln x) f'(x) = X f(x) 

1'(x) g(x) g(x) = ln x g'(x) » — 


f(x) = 


g(x) = ln x g'(x) =» — 


Aplicando la fórmula. 


jVmx) = 4 -ln11 _ J(~i r) = 


f{x) g(x) 


f(x) g'<x) 


- -y- *"■ ‘ J? ' 4" ln ’ 1 ‘ i /" ‘ 


ln x - 


Ejemplo 2 


j (e* x 2 ) 


En este caso tampoco puede aplicarse directamente la regla de la cadena. 
Para integrar por parles hay dos posibilidades, pues ambas funciones tienen 
primitivas inmediatas. Es necesario, sin embargo, elegir x 3 = g(x), pues de io con¬ 
trario, si hacemos f‘(x) = x z .esf(x) = y el ejercicio se complica. 


Luego. f'(x) = e‘ 
9 (x) = x 2 

Resulta: 


l(x) = e" 
g'(x) = 2x 


JV -x*> = e > -x 2 - JV • 2x) = e' x 2 - 2 JV-x) (1). 

Debe recurrlrse nuevamente al método de integración por partes para resolver 


J (e* x). 


f(x) = e“ 

g(x) = x 

j (e x x) = e* x - J* 


f(x) = e* 

9'W = 1 

e” =' e* -x - e* + k'. 
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Reemplazando en ( 1 ). es: 
J*(e* x ? ) = e“ x 2 - 2{e"-x - 


k ) = e* x 2 - 2 e' • x + 2 e* + k. 


Ejemplo 3 


f'(x) = t 
g(x} * sen(ln x) 


J sen(lnx)- i_ 
f(x) = x 


g'(x) = eos (Inx) - — 
x 


J'sen(lnx) = x senfln x) - J*[^x cos(lnx)-—J = 

= x sen(ln x) - J*cos(ln x) (1). 

Aplicamos nuevamente integración por partes para resolver 

J cos(ln x) 

f'(x) - 1 f{X) = X 


f(x) - 1 
g(x) = cos(ln x) 


g'(x) = - sen (ln x) 


J~cos(ln x) - x cos(lnx) + J*£x sen(tnx) — J - 
= x cos(ln x) J* sen(ln x) 


Reemplazando en (1), es: 


J sen{ln x) = x sen(ln x) - x cos(ln x) - J*sen(ln x). 

En este ejemplo, continuar la integración por partes significa iniciar un circulo 
vicioso. En cambio, si se pasa el último término al primer miembro, es: 

2 J sen(ln x) - x sen(ln x) - x cos(!n x). 

J'senfln x) = — x [sen(lnx) - cos(lnx)] t k. 


EJERCICIOS 

D f {a* e') 

2) 

f (x 2 Inx) 

3)j 

f (xe*) 

4) 

are sen x 

5 >J 

[Ve ■) 

6) 

j' (x sen x) 

7) J 

[* (e* sen x) 

8) . 

(e* eos x) 
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9) 

J eos (In x) 

10) 

J* are tg x 

11) 

j je e cos(2x)j 

12) 

J' [x cos(5x)] 

13) 

J* are sen (bx) 

14) 

J^e 2 * sen(4x)] 

15) 

J 1 are eos (ax) 

16) 

J* [x 3 are tg (3x)] 



18) 

f sen(ln x) 

17) 

J (x 2 5 ) 

J X 

19) 

J* [cos^a*] 

20) 

J ln(x 2 + 1) 

21) 

J* [3’ sen(3x)l 

22) 

J* [5* cos(5x)] 

K 

23) 

J (2“ x 2 ) 

24) 

J |e 3 cos(3xfj 

25) 

J(xe ~ x ) 

26) 

f (5‘e 3 ') 

27) 

j [e‘ cos(5x)l 

28) 

/[*— (i)] 

29) 

f x j v x 2 +5 

30) 

JVvT mF 


V. Integración de funciones trigonométricas 

Para integrar potencias y productos de potencias de funciones trigonométricas 
se recurre a fórmulas conocidas de tngonometria. 

Recordemos que cos 2 x + sen 2 x = 1 


Sumando, 


y restando, 


s 2 x - sen ? x = eos 2x. 

2cos 2 x = 1 + cos2x 


cos 2 x = 


sen x = 


1 - eos 2x 


2sen 2 x = 1 - cos2x 
1 - eos 2x 


Primer caso: potencia impar de seno o coseno 

1) J sen 3 x = J'(sen x sen 2 x) = J* [senx(1 -cos 2 x)l = 
= J sen x - J* (sen x cos 2 x) 
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j'seri x es integral inmediata, y en J "(sen x cos ? x) se aplica la regla de la 
cadena. 

Resulta J* sen x = - eos x + k y J*(senxcos 2 x) = - cos ^ - - h. 

Luego, fsen 3 x = - eos x - + k. 

J 3 

2) J*sen 6 x = J'fsen x sen 4 x) = J [sen x(l ~cos 2 x) 2 J = 

- J*[senx(l 2 cos 2 x + cos 4 x)] - 
= J*senx - 2 J (sen x cos 2 x) t- J (sen xcos'x)= 

2 i 1 6 

= - eos x + cos J x-- cos’x * k 

3 5 

En general conviene recurrir al siguiente factoreo: 
f sen 2 -" ’x = J (sen x sen r!P x) J [sen x(sen 2 x) p } = 


= J [sen x(t - cos 2 x) s |. 


Análogamente: 


J cos^ 'x = J~ (eos x • cos 5p x) - J[cos x(cos 2 x) p j - 
= J' [eos x(l - sen 2 x) p |. 

Segundo caso: potencia par de seno o coseno 


sen x - J --- por fórmula anterior (pág. 398 ) 

a /«*«« - /( - -j- /<i » awa - cos> 2 < ( - 

’ 7 /' + 7 J" s2x 1 i /cos’2< - 


por fórmula anterior (pág. 398) 


x sen 2x 
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sen 2x + 


1_ r 1 - eos 4x 
4 J 2 


- — + — sen 2x 4" f 1 + 4" f eos 4 * = 
4 4 B J 8 J 

x , sen 2x . x sen 4x . t , 

= — -f- -+ - 4- ■ "r K — 

4 4 8 32 

3x sen2x’ sen4x , ,, 

‘ ¥ 4 32 - 


En general, conviene hacer: 

J* sen zp x = J* (sen z x) p = — ^ S2X ) 

y J cos 2p x = J* (cos z x) p - j 


Tercer caso: producto de potencias de seno y coseno con un exponente impar 


J* (sen z x cos 3 x) = J [sen z x oos x (1 - sen ? x)] = 

= J (sen 2 x eos x) - J*(sen 4 x eos x). 

Las dos últimas Integrales se resuelven por regla de la cadena: 


J* (sen ? x eos x) = 
J (sen 4 x eos x) = 
Luego, J (sen z x cos 3 x) = -- se ™ x - 


? . sen 3 x . . 

x eos x) = —• - k 


sen 3 x sen*x 


Cuarto caso: producto de potencias de seno y coseno 
con los dos exponentes pares 

JfeenWx) - J( ’ • '"?* ) - 

--l/l’-cos»2«) i- 

y se recurre al primer caso. 
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EJERCICIOS 



1) J* sen 3 (7x) 

2) 

J COS 3 X 

3) J'{sen 3 xcos 7/2 x) 

4) 

J* cos 5 (2x) 

5) J* sen 4 x 

6) 

J* cos z (3x) 

7) J* (sen 3 " s x cos 3 x) 

8) 

J (veos 5 x sen 3 x) 

9) J*(sen z (4x) cos 2 (4x)] 

10) 

J sen 4 (3x) 

11) J' [sen z (5x) cos 3 (5x)J 

12) 

/[5en 3 -|\/cos 

13) f- 

14) 

f sec 4 x 



J 

15) J*sh 2 (3x) 

16) 

J* ch 3 (4x) 

■17) f- - —— dx 

J 2+3 cos z x 

18) 

J sec x dx (véase p. 


VI. Integración de funciones racionales 

Si se quiere integrar el cociente de dos tenciones polinómicas y el grado del nu¬ 
merador es mayor que el del denominador, primero debe efectuarse la división. 

Por ejemplo, J*■ ^ ■ = J* ^x 3 - x z - x - t + = 

X 4 X 3 y2 

= — - — + — - X + In 'x + 1| + k. 

a o n 


Al efecluar la división de dos polinomios llegamos a un polinomio cociente, y el 
resto, sobre el divisor, da origen a una tención racional. En ella, el grado del numera¬ 
dor es inferior en una unidad, por lo menos, al grado del denominador. En el ejemplo 

anterior, dicha expresión:-— pudo integrarse inmediatamente. 

En otros casos se la debe descomponer en fracciones simples, como se indicará 
a continuación. 

Se ha visto que al efecluar la división resulta: 

-Jjjjp = q(x) + y grado r < grado g o r a 0. 

La integral de q es ¡nmediala, ya que q es un polinomio, y el problema se reduce 
a integrar el cociente de dos funciones polinómicas cuando el grado del numerador 
es menor que el grado del denominador. 
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El paso básico en este método de integración es la descomposición del cociente 
en fracciones simples, para lo cual deben hallarse primero las raíces del polinomio 
correspondiente al denominador. 

En álgebra se demuestra que cualquier polinomio de coeficientes reales puede 
expresarse como producto de polinomios, primos sobre R lineales o cuadráticos. 

Se presentan cuatro casos según que las raíces sean reales o imaginarias, sim¬ 
ples o múltiples. .. 

En todos los casos consideraremos solamente la integración de funciones racio¬ 
nales propias, es decir, de funciones racionales en las que el grado del numerador es 
menor que el grado del denominador. 

Primer caso: Las raíces del denominador son reales y simples 

(El denominador se expresa oomo producto de polinomios lineales dilerentes) 


Ejemplo 1 


x 2 x - 6 


Las raíces del denominador son r, = 3 y r 2 = - 2 

Luego, x 2 - x - 6 = (x - 3)(x + 2), y la expresión (1) admite la siguiente 
descomposición en fracciones simples: 

_1_ = A, ^ A 2 

x 2 x - 6 x-3 x + 2 

Falta calcular el valor de A, y A 2 . 

Para ello sacamos común denominador en el segundo miembro 
1 _ A,(x 4 2) 4 A ? (x - 3) 

x 2 - x - 6 ” (x - 3)(x - 2) 

Igualando numeradores: 

1 = A,(x + 2) + A 2 (x - 3). 

La expresión anterior debe verificarse para cualquier valor de x. Por lo tanto, se 
procura elegir valores de x que simplifiquen los cálculos. 

Si x --2, es t = A^ 5) y A 5 = -y. 


Si x = 3, es 1 = A, • 5 y A, = —. 

Lue90 ' I x 2 x ' T = 7 J*T^T ■ i JVh’ = 


= — ln |x - 3| - 4- ln |x + 2| + k » 
5 5 
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Ejemplo 2 


/ 9x ? - t6x + 4 
x 1 - 3x ? + 2x 

Las raíces del denominador son r, = o, r ? = i y = 2 

Luego, x 3 - 3x ? + 2x = x <x — 1) (x — 2) 

9x 2 - 16x + 4 A, A. A, 

^ : - = —— — — * — -I- -3— 

x - 3X 2 + 2x x X - 1 X - 2 
Por lo tanto, 

9x ? - 16x + 4 = A,(x - D (x - 2) 4 A ? x(x - 2) - A a x(x - 1 ). 

x = 0 =» 4 = A, • 2 ^ A, ^ 2 

x = y = -3 = Aj(- 1) => A, = 3 


x = 2 =, 8 = A 3 2 => A 3 = 4 


Luego, 


9x 2 - 16x 4 4 


x J - 3x -r 2x 


= 2 f-L + 3 - 4 f-l_. 

J x J X - 1 J x - 2 

= 2 ín|x| t 3ln |x-1| - 4ln x 21 + k. 


Consideremos, en general, la integral f -HjíL, donde el g.ado de p 


es menor 


que el grado de g 

Sea g(x) - a,x 4 ... ± a.x i a ü , y r., r 2 ... r, sus n raíces reales. 
El polinomio g(x) admite sobre R ¡a siguiente faciórización única: 

g{x) = a r .(x-r,) (x-r,).... (x-r,) 

Luego, » _L (•/ ■„*■ , A, A, 

j 9(X| a, jl ,-f, ' T^r - * ♦ 


V) 


rp(x) _ 1 

J iw ■ TT 4í ” " " - V- 


Segundo caso: Las rafees del denominador son reales y múltiples 

i.El denominador se expresa como producto de polinomios lineares algunos 
repetidos). * 





Ejemplo 


f x? - x + 4 

J '(x - I) 2 (X • 2) 

La descomposición en fracciones simples exige que 

x ? - x * 4 _ A ,_ t + _Aj_ 

"(x -1)*' (x - 2 ) ^ (x - rr x-1 x-2 

Sacando mínimo común denominador en el segundo miembro, e igualando los 
numeradores, queda: 

x 2 _ x + 4 = A, (x-2) - A 2 (x - 1) (x - 2) - A s (x - 1)‘ 

x r 2 a 6 s Aj ' 1 = ^2_C_ÉL 

x ; i ^ 4 - A|(-1) a A) =. 4 . 

Se necesita otra ecuación para encontrar A ? . Como no 
anule alguno de los sumandos, conviene elegir cualquier valor que facilite los calculo 

x -= o =* 4 = - 2A, - 2A ; i - 1 A 3 Reemplazando A( y A., por los valores ya 

obtenidos, es 4 - B - 2A? + 6 -10 -= 2A ? =» A¿—-—5 

/* x ? - x i 4 _ A f 1 _ e, f_í— t 6 f 1 - 

Luego.J — 1)¿ - <x J ~ ~ 4 J (x-1) 2 J x 1 J x-2 

- 4 J(X- 1> 2 Sln.x- 1 | + 6ln|x-2| - ~ 5 x ' t| * 

4 6ln ¡x - 2 - k. 

En el ejemplo anterior, la raíz r, = 1 es una raiz doble (de orden 2). Si aparece 
una raíz triple, como en et caso siguiente, la descomposición en fracciones simples 


f P(x) = A i - t A ? + -*»- + Ar. 
J (x - I) 3 (x - 3) (x-1) 3 (x-D * 1 * 3 


Si aparece en el denominador una raíz múltiple de orden k. debe hacerse 

P(x) _ V A j _ 

(x - r)' , , ( x “ r )' 

En general, si el grado del denominador es n, la descomposición debe hacerse 
en n fracciones simples de la siguiente manera. 

_ p{x) _ - 

a„(x - r,) k (x r z ) n ....(x - r,)' . I 


, _L( Y —A_ 

a r , 'A (* r ’¡ 


y B| - + -Y —^—), 

A (X- r 2 y •••• , i (x ~ r P ) ' 


donde k i h - .... + e = n 
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Tercer caso: El denominador tiene raices complejas, no reales, simples 

(En el factoreo del denominador aparecen polinomios cuadráticos irreducibles, to¬ 
dos distintos entre sí) 


Ejemplo 1 


r —l 

j i+« 


El polinomio del denominador es irreducible, pues sus raices son 

'■ ■ i 1 v r * - - i 1 

En este caso la expresión anterior puede resolverse utilizando la derivada de 
arco tangente y la regla de la cadena: 

■ f i: ¡3x)' ■ i arc,9l3xl * k 

Como ya se ha dicho antenormente, la integral anterior puede resolverse tam¬ 
bién por sustitución, para lo cual es conveniente utilizar la notación diferencial. 
Haciendo u = 3x, es du = 3dx y resulta: 

f ——Aj- dx = -i f-í—— du = — are tg u - k = 

J 1 - 9x 2 3 J i + u J 3 * 


= are tg (3x) - k. 


Ejemplo 2 


J x ? + 2x + 10 

También en este caso tas raíces del denominador no son reales y el polinomio es 
irreducible en R. 

Para poner en evidencia la derivada deJ arco tangente, conviene complelar el 
cuadrado para llegar a una expresión del tipo u 2 + 1 (véase pág. 62). 

x 2 4- 2x - 10 = (x* v 2x) + 10 = (x 2 + 2x + i) + 9 = 

rv - . a . Q f (x + D 3 . 


- (x - I) 2 t 9 = 9 [ 


La operación de completar el cuadrado es simple una vez que se ha practicado 
convenientemente, y la clave está en sumar y restar, en forma adecuada, el cuadrado 
de un medio del coeficiente de x (si el coeficiente de x 2 es el número 1). 


Luego, f - 5 ——- = f--—É?_ _ JL f. 

J x 2 4 2x + 10 J j[l 1 ( * " 1 9 *^ 


dx 
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Haciendo o * -—. es du = -i dx y dx = 3 du. Resulta 

s? J 




_ _1 C 3 du ir 1 

IV 9 J 1-u 2 3 J 1-u 


4 - arctgu - k = -1 are 1 g — ' 1 + k. 

3 3 


Ejemplo 3 


5,3 “ 1 - (x - 1 } (x J - x *• 1 ), pues tiene raíces r, — t, 

, _ _L + 1 v ~3 „ r i i vT 

2 2 


2 2 


En este caso la descomposición tactorial es del tipo: 


P(x) 

(x - r.)(x ? +■ b x + c) 


A, AjX + A, 

x - r, x J + bx - c 


(x — r 2 > (r — r 3 ) 

Es decir, JLU- = -A_ + A ? x+ A > . 

x 3 - 1 X ~ 1 X z - X + 1 


x - 2 = A, (x ? f X + 1 ) - (A.x 4 A,) (x 1 ) 


x - 1 


A, • 3 = 3 


A, -1 


X^O = A, - Aj = 2 ^ A, = A, - 2 =» A 3 = — 1 

x = "I =» A, + {-A ? A 3 ) (—2) = 1 

=* A, - 2A-, - 2A, = 1 

=» 1 -l 2A 2 4 2 = 1 A¡ = -1 

Luego. f-i±2_ . 17—3— , ;»-1 1 , 

= P 1 _ p x +1 

Jx-1 J x ? 4x + 1 

La primera integral es inmediata: f—■— = ln |x - 11 + k 

Jx-l 
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La segunda integra' :>e resuelve como suma de dos integrales, una de ellas 
mediante logaritmo y i’ otra mediante arco tangente. Para la primera se busca como 
numerador la derive» .a del denominador, para que la primitiva sea !n(x ? x + i). 
El numerador bu;* ado es 2x + 1. Para obtenerlo se introducen las constantes ne¬ 
cesarias, de la r lanera siguiente: 

x + 1 = ~ 2x - 1 = ( 2 x + 1 ) - 4 -, 

2 2 2 


r X * 1 
* ■ 

J X 2 + X + i 


_L f 2 x - 1 + <- i 

2 J x 2 - x »■ 1 2 J x*+x+1 

= ~ ln (x 2 -r x + i) + — f - . — 

2 2 J / , . .. 


l).l 

4/ 4 


= J ln(x J + x- 1 ) + j f 
jr M** + x- i)+ ^ f- 


/ 1 \' 3 
( X + 2 ) 4 




- j. t,(,’-xe,) - f / 


/ 2X41 y 

' vT ' 


t , / ? \ 3 . 2 x 4-1 

= —- ln(x + x - 1 ) - —-— arctg - 7777 


En definitiva: 


x a - 1 


■= ln ,x 


ln (x 2 1 x • i) 


v’" 3 , 2x - 1 

- arctg -—+ k- 

3 Y 3 


Como se observa en el ejemplo anterior, los cálculos se complican. Por ello es 
necesario ir graduando los ejercicios y no dar demasiada importancia a las dificulta¬ 
des que sobrevengan antes de haber efectuado una práctica muy intensa. 

En general, en este caso, la descomposición es del tipo: 

r<x) = A,x 4 A 2 + A n ,x A n 

q(x) ax J 4 bx 4 c mx 2 - px - h ' 

donde q es un polinomio de grado n, con n raíces complejas, no reales, diferentes 
(las ralees complejas se presentan en pares conjugados). 

♦ Cuarto caso: El denominador tiene raíces complejas, no reales, múltiples 
(En el factoreo aparecen factores cuadráticos irreducibles repetidos) 
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Ejemplo 


3x ? + 2x 3 
(x 2 + I ) 2 


< 3 - 3x ? • 2x - 3 A,x - B, 


(x 2 - I } 2 


(x 2 + I ) 2 


A ? x - B ? 

x 2 i- 1 


x 3 - 3x 2 -r 2x 3 = • (A.x - B,) i (A 2 x + B 2 ) (x 2 + 1 ) 

x 3 - 3x 2 + 2x - 3 = A z x 3 * B 2 x 2 -r (A- - A,) x + (B, + B,) ( 1 ) 

Debemos encontrar cuatro ecuaciones que permitan hallar los números A. B. 
A 2 y Bj. ” 

x — 0 =» B, a- B g = -3 


x = 1 


B | — A 2 + B z + A ? *- B 2 


x = -1 


A, - 2A. 3 + B 2 = 3 

=* A, I- 2A g » B ? = 0 

-A, + B, - Aj + B 2 - A 2 + B 2 = 9 ^ 

=> “ A, - 3 2A ? - Bj -g =» 


A. 2Ay - B, = 6 

x = 2 => 2A, - B, - 8 A, - 4Bj - 2A ? - B 2 = -3 ^ 

—> 2 A, + 10A, +'4B 2 = 0 

=> A, i- SA ? h- 2B ? = 0 

Para hallar A t , B,, A 2 y B, debe resolverse el sistema: 

( B, + B, = 3 


+ 2Aj i B ? - 0 


i 2A ? - B 2 = 6 


5A 2 ^ 2B- = 0 


Se obtiene A, = 1 , B, = 0, A z = 1 y B 2 = -3. 
Por lo tanto, 


x 3 - 3x ? i 2x - 3 
<x 2 i i ) 2 


(x 2 - I ) 2 


{x 2 - 1 ) z 


r x - 3 = 

J X 2 * 1 

/-77T-/-ST 
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■7/!**■«’> ’HJW 3 /tT7- 

ti 1,3 

2 x ~c L 1 + ~2 lrt(x ' r1 > " 3 arclgx • k 

En este caso, si el polinomio cuadrático irreducible (x 2 - bx - c) se presenta k 
veces en el denominador, la descomposición correspondiente en fracciones sim¬ 
ples es: 

P(x) _ ^ A,x 4 - B, 

(x 2 - bx c} k ~ fr! (x 2 + bx + c) ' 


Otro método 

Planteada la descomposición en fracciones simples seyun cada caso, el proble¬ 
ma de hallar (as constantes A,, A z .A n . que suelen llamarse coeficientes indeter¬ 

minados. se simplifica a veces teniendo en cuenta la definición de polinomios iguales. 

En el ejercicio propuesto en la página 408 se llegó a la expresión ( 1 ): 

x J - 3 x' - 2x - 3 = A 2 x j - BjX 2 - (A 2 *A,)x - (B,*B 2 ). 

Para hallar los números A., A,, B, y B, se eligieron valores de x que permitieron 
a ele rm mar un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. 

Si tenemos en cuenta la igualdad de (unciones polinómicas, los coeficientes en 
ambos miembros deben ser respectivamente iguales. 

Osea. A 2 = 1 a Bj = -3 a A 2 + A, = 2a B, - B 2 = 3. 

Luego, A ? = 1 a B, = 3 a A, = 1 a B, = 0, valores también encontra¬ 

dos por et método anterior. 


Ejemplo 


Í v* 


x 2 - 5 

X a 2x 2 - x 


“/[■ 


—- ,- -fiL- + 

X X - 1 <K-1) 


-I ) 2 J 


Resulta: 


(A, +A 2 )x 2 i l-2A, -A, iA 3 )x + a, - x 2 - 5 . 


Igualando coeficientes: 


A , * A 2 = 1 a -2A, - A s - A 3 = 0 a A, 5 => 
=» A, = 5 a A, = 6 a A a = -4, 
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EJERCICIOS 


Caso 1 


D r 2 *-— 

' J x 2 + 5x 

_ f X 4 - 3x 3 + 5 
J x 2 + 3x + 

5) f^V 
J x + 1 


5x 2 - 7x - 6 


Caso 2 


f (x-2) 2 (x+3) 
n) / (x + 1) 2 (x-2) 

J* x 3 - 5x 2 + 8x - 


15) f-—-— 

' J x 3 ~ x 2 - 5x 4 3 


^ f x 3 - 6x 2 4 9x 

19 ) f 2x H ~ 1 - 

} J (x+1) 2 (x-3) 
■21) 

23 >J^§ 


x 4 2x 4 1 


a J^J-2 

«J-57? 

»r-3—2- 

J x 2 + 6x - 8 


5 fx 4 - 6 x 3 - 5x 2 - Sx - 1 
x 3 - 2 x 2 + x 


r 3x 6 - 3x s - 24x* + 36x 3 - x 

° J (x-2) 2 {x+3) 

r 

^ 2 J X 3 + 4X 2 4 5x + 2 

14) f—j- — 3 -- 

J x 4 * 2x 3 J- x 2 

161 / (X-5) ! (X4!) 

221 / x> . 7 x ! - 5x - 75 


X 3 - x 2 


y 4 - 9x 2 4 2 
x s - 3x 4 


t s 4 2x 4 -• 5x 3 - x 2 4 6 x - 2 
X 3 - X 2 - X 4 1 


2X) f- 


x 3 - 7x 2 - 5x - 75 

x 4 4 X 3 - I0x 2 - 3x 4 25 
x 3 - 2x 2 - 4x - 8 


Caso 3 

25 > f-, 


X 2 - 4x 4 7 

X a 4 4x - 1 
X 2 4 4 


2S >J- ¿ Írrr L 

f x J - 2x 4 4 2x 3 - 4x 2 4 3 

2a) /- im~ - 
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29) f~--- 

J x 2 - 2x 4 5 

3,1 /tTíJF 

f x 4 + 3x 2 - x 
J x 2 3 

35) f—!- 

J X 2 4 X 4 1 

37 ) r—i—- 

J 2 4 3 x 2 
39) /— ' -T 

J X a - 1 

r x 2 

^ J (X4 1 ) 2 (x 2 4 1) 
43) / X 3 4 2X 2 4 X + 

45) r 3 —7 

J X J - X 2 - X 4 2 


30) f * ? 4S«»~x 
j X 2 4 5 

32 ) r x< 3 x2+x 

J X 3 4 1 
34) r -^ - i . 5x3 - 3 

J x 2 4 5 

36) f-r--- 

J 4x 2 - 24x 4 37 

M ÍJ7 5T 

«i /-pv 

J X 2 4 1 
42) - 

44 ) r — ^_ 

J X 3 4 2x 2 4 X - 

46> j , ;V 3 

J X J - 2x' 4 X - 


Caso 4 


47) r—_*— i — 

J X(x 2 -2X42) 2 
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X 2 4 5 


X 2 4 5 


4x 2 - 24x 4 37 


48)/ 


x q 4 8x 2 4 16 
3x 4 5 


J (94X 2 ) 3 

51) Calcular las siguientes integrales: 


50) f - 3 » + 5 

J (2x 2 -*• x 4 i ) 2 


a) f *1*- b) r_arcJgJ2x) 

J x 2 - 2x + 1 J (x -3) 2 


♦Vil. Integración de funciones irracionales 

Para integrar funciones irracionales se pueden intentar distintas sustituciones. 
Consideramos, en especial, la integración de expresiones del tipo: 

¡ . 1 ==-, cuyo denominador es la raíz cuadrada de un polinomio de 

v ex' 4 bx 4 c 

segundo grado. 


Estas integrales pueden resolverse mediante cambies de variable que conduz¬ 
can a (unciones trigonométricas o hiperbólicas inversas. 

Las primitivas que se ulilrzan son: 


r-^= 

J v \ - 


* are sen x - k 


J V 1 * x‘ 


arg sh x -r k 


— - V - = arg ch x - k 

V'V - 1 


El radicando apropiado se obtiene por el método ya utilizado de completar el 
cuadrado 

Ejemplo 1 


f— 

J v 8 r 


V 8 + 4x - 4x‘ 


V 8 (4x*-4x-1)+ 1 


_d x _ p 

V 9-(2x-1) ií J 


(2x-1 f 


-i/ 




t = —— => dt = — dx => dx = -5- dt 

3 3 2 


Luego, 


i r 2_t_ r ót = _i 

J vT^F 2 J v T ~F 2 


= — are sen t - k = 
2 


1 2x 1 . 

— arp sen ---k. 


Ejemplo 2 


V J- IQx J V' (x s + 10x+ 25) - 25 J V (x+5) z - 25 


* í~7, 
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- 


- = T f’ 


m - 


- arg ch * ^ ^ + k 


Ejemplo 3 


x - 6x - 30 v (x J -6x + 9) + 81 


9 V 


x* — 6x+9 


Ir dx . x - 3 

= — - >- = =- = arg sh —-— + k 

La integración de expresiones irracionales del tipo v ax' + bx r c puede resol¬ 
verse por cambio adecuado de variable, recurriendo de prete re ncia a fórmulas trigo¬ 
nométricas o a funciones hiperbólicas. 


Ejemplo i 


V 9 - x 2 dx 


Se busca llevar el radicando a la forma 1 - u J para hacer la sustitución 
u = sent, de donde resulta v i - sen ? t = cost (análogamente puede hacer¬ 
se u = eos I). 

/ -; \/e[Min * - 3 ¡ 


Como el integrando es \/ 9 - x 2 , debe ser ¡x| -í 3. Por lo tanto, tiene sentido 
en R la sustitución: 


x = 3 sent. 


Luego, es dx = 3 eos t dt. 


3 J* v' 1 - sen ? t • 3 eos t dt = 9 J cos’tdt = 9 J 


1 - eos 2t 


dt + — icos 21 dt =— t + — sen 2t ♦ k. 
2 J 2 4 


De la sustitución — = sen t, resulta t = are sen — 
3 3 


Por lo tanto, f \/ 9 - x ? dx = —- are sen — + —2 sen (cosí + k = 
J v 2 3 4 
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9 x 

— are sen — 
2 3 


o % V 


— are sen V 9 - x a + k. 

2 3 2 


Ejemplo 2 


' 5 * x z dx 


Para calcular esta integral puede intentarse una sustitución mediante funciones 
hiperbólicas, recordando que 1 + sh z t => ch a t. 


| = f \/ 5 + x a dx = v 5 


(-¿rY 


Como el dominio del integrando es R y el recorrido de sh también es R, puede 

hacerse: — * = sh t. Luego, es dx * V 5 ■ ch tdt. 

V 5 

, . sjpv'T + sh 3 t ch t dt = 5 J* ch 2 t dt. 

Para resolver esta integral conviene recordar que las funciones hiperbólicas ad¬ 
miten fórmulas similares a las trigonométricas: 

¿h ch 2 t + sh ? t = ch 2 t 
ch z t - sh a t - 1 


Sumando: 

Restando: 


2dvi*\ = ch 2 t + 1 . 
2 sh a t = ch 2 t - 1 . 


Luego, 


5 J*ch 2 tdt = -| J(ch 21 + 1) dt = Jch 2t dt * Jdt = 

= — sh 2t-— + k = • 2 sh t • ch t - ar 9 sh — ~=F ~ k = 

4 2 4 2 V S 


2 V 5 




= — \/ 5 i- x z + -- arg sh — + k. 

2 v 2 v 5 


EJERCICIOS 


1) f - ■ dx = 

J V3 - 4x a 

3) f d * 

J Vx 2 + 3x - 1 

5) J*\/9x a - 16 dx 

7) J Vx ¿ - 2x - 7 dx 

9) f , * . 

id r — 5 — 


'9x z + 6 x + 2 


2 ) í—r^=T 

J v 3x + x 

4) f-TT.; 

J v 2x ? + 3 
6) J*Vx a + 4x + 5 dx 
8) / ^ ~ 1 dx 

10 ) f - ; - dX 

J V2x z + x - 10 

12 ) f ■ .fe ~ ü rt 

^ V2x - x 2 f 5 


♦ VIII. Otras integraciones por sustitución 

Finalmente vamos a resolver otras integrales de distintos tipos recurriendo a 
cambios convenientes de variables. 

Comenzamos con algunos ejemplos donde vuelven a aparecer funciones irracio¬ 
nales, pero donde necesitamos sustituciones más artificiosas que las empleadas an¬ 
teriormente. 

Ejemplo 1 


Calcular I, = J*- 


x a Vx z - a 2 


Para este tipo de integrales es conveniente elegir una nueva variable, y para ello 
resulta bastante simple considerar el t eorema d e Pitágoras en un triángulo rectángulo 
auxiliar. Pensando en la expresión v x ? - a J , es lógico asignar a la hipotenusa el 
valor x y a uno de los caletos el valor a. 



Para el ángulo agudo t, es eos t = — 

x 


415 


Por lo tartlo, x = — -— ^ ¿ x - -5!ülL & 
eos t eos 2 1 


Además es sen 1 = 


v x 2 - a‘ 


Reemplazando valores, queda: 


; cos t eos t a sent 

a 2 a seo i eos 2 1 

I. = feostdt O I,- 4 r- 

a 2 J a 2 


a 2 a seo I eos 2 1 


sent * k =» 


i _JL vk 1 ~ 

' ? 

a x 


Ejemplo 2 


Calcular l 2 = 


v a" - X* 



v? - x ? 


x = a sen l = dx = a eos t dt. 


Además, Va 5 x 2 = a cosí. 


W 


a 2 sen 2 t 
a eos t 


a cx>s 1 di => l = a 2 f sen 2 t dt => 


lj = a 2 


■ 1 - eos 2t 




sen 2t 


= —— (t - sen t eos 1 ) i k 


x x v'7 x 2 \ 

7 ” "o — i —j - 1 


a XX y-- r 

r are sen-- va- x J + k. 

^ 3 2 
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Ejemplo 3 


= 

J \ 2x — 


J V 2x - x 2 

Este caso es similar al anterior si previamente completamos el cuadrado en el 
radicando. 



= f ■■ x2 

^ v 1 - (x- 1 ) 


V 2x - X 2 

1 = sen t ^ x = 1 — sen t => dx = eos t di. 

También eos t = v 2x - x 2 . 

; (1 - sen t) z c 

-—-- costdt => l 3 = J (1 + sent ) 2 dt =$ 

=» = J~(l f 2 sen t + sen 2 t) dt =» 

=> I, = ( - 2cost -¡- —- 2t . + k -5 

2 4 

=* 'a = Y are sen (x- 1 ) - 2 \ 2 x - x ? - —■ (x- 1 ) V 2 x^~x' r -t k 
=» b “ are sen (x- 1 ) - ——1 v 2 x-* ¿ 4 k. 


Ejemplo 4 




x‘ v a i x 



x = atgt 


dx = - 2 — dt. 

cos ¿ t 


cost = 


V a" r X = 
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/ eos t _ a 

a 3 tg z t eos 2 t 

-4r- f (sen 0 7 cos 11 
a 2 J 




1 c cos 1 


i« - —r -1 - k 

a* sen t 


Va 2 * x z + 


5/empto 5 


- J—4= . 

J x v a' + x‘ 


Igual que en el ejemplo anterior, hacemos x = a tg t. 


cos z t 


y va 2 + x 2 = 


1 r-L- 

J sen t 


a 2 tg t eos 2 t 


Para calcular la primitiva de cosec t necesitamos primero un artificio trigonomé¬ 
trico y luego un nuevo cambio de variable. 


I, - J. r-HOL. dt » I, . 

a J sen 2 1 


A C Sen 1 

a J 1 - eos 2 1 


v = cos t =» dv = - sen J dt 


— r ——— dv => i 5 = — r ——— 

a J 1 ~ v z a J v 2 - 1 

± rr_*i_ ♦ _*!_) dv = 
aJVv-1 v + 1 / 


i = _J_ r/_J_l_\ 

5 2a JU-1 v1 / 

1 , | 1 — COS t | Vsr , 

1 . = — ln -—I + k 

5 a 1 + cos t 


dv =» 1 5 =* ln ——+ k 
5 2a v+1 


p ero J—22LL = {cosec t- colgt) 2 . 
1 + oos t 


Luego, l 5 = — ln |cosect- cotgtl + k. 


Reemplazando t obtenemos finalmente: 
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Luego, l s * b ln '¡cosec t - cotg t| + b cos i k. 

Finalmente, l 6 = b ln 1 b ~- v - b ~ a * — + v b* - a 2 x 2 + k 
I ax 


En los ejemplos siguientes haremos cam bios de variable sin utilizar funciones 
trigonométricas. Si en el integrando aparece Vax + b. trataremos de resolver la in¬ 
tegral mediante la sustitución ax b = t". 
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Ejemplo 8 



=* l g =* x - In |l-e”) - k. 

Como puede observarse en los ejemplos anteriores, el método de sustituir varia¬ 
bles no se agota y puede recurrirse a él en situaciones muy diferentes. Sin embargo, 
no tiene demasiada sentido complicar los cambios de variables requeridos, pues so¬ 
lamente implican destreza en el manejo de artificios, 

Por ello, una vez asimilados los métodos más comunes de integración esboza¬ 
dos en este capítulo, es aconsejable acostumbrarse a manejar tablas de integrales 
para resolver los casos más complicados. 

Al final del capitulo se agrega una tabla con algunas primitivas que puede resul¬ 
tar de utilidad. 


EJERCICIOS 




dx 
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3) f- 7 =j— dx 

j x v 4x* + 9 

5) J*x v'4 + x dx 

♦7) Jx 3 Vx* + 5 dx 

9) f— . 1 dx 

J V(b z +x z ) 3 

fV4v / x-x-3 


x z + 5 dx 


4) f- 

J (x-2) Vx - 2 

6) J x 1 v/2 + x 2 dx 

•8) Jx 3 v / 9+l r dx 

10) f- - - 

J fx z -2x-4) 3/2 

12) f--- 7 dx 

J e* -t- e * 


e* -i- e 


* Estas integrales fueron resuellas por partes en la página 398. 


IX. Tabla de primitivas 

1, f x n dx = —-— x n " k (ny=”1) 

J n - 1 

2. J* dx = In |x| + k 

3 ' /“w" d * = ln |f(x) 4 k 

4 f— * ^ — dx = vf(x) + k 
J 2 V’l(x) 

5. f e* dx = e* + k 

6. f a b * dx - S~ ~ k (a>0) 

J b ln a 


.7. /(x 6 a *) dx = -^y (ax-1) + k 

8. J* ln x dx = x ln x - x + k 

9. J* log x dx = log e (x ln x - x) - k 

10. f <x" ln x) dx = x"* 1 f —~ - 
J \ n + 1 (n 


+ k (n*-1) 


(e 3 * sen bx) dx = —- -— (a sen bx - b eos bx) - k 

a z + b z 
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/ 0 

(e a * eos bx) dx = — 5 —— (b sen bx * 
a + b 

13. f—r— dx = — ln Inxl - k 
J x In x 

14. f sen x dx = - eos x + k 

15. J*cosxdx = sen x + k 

16. J*tgxdx = -In .eos x| + k 

17. J*cotgxdx = In |senx| - k 

18. J secxdx =, in |secx + tgx| k 

19 J*cosecxdx = In 'cosec x - eolg x| - k 

20 . J sec 2 x dx = 1 g x + k 

21 . f cosec 2 x dx = cotg x - k 

22 . f -- dx = tg — + k 

J 1 + eos x 2 


(b sen bx * a eos bx) + k 


—-- dx = tg — + k 

+ eos x 2 


23. J sh x dx = ch x - k 

24. J ch x dx = sb x + k 

25. J*th x dx = In !ch x¡ i k 

26. J coth x dx = In |sh X| + k 

27. J sech x dx =■ 2 are tg (e*) + k 

28. J cosech x dx = ln jlh *j + k 

29. J* (x sen x) dx = sen x - x eos x + k 

30. f (x eos x) dx = eos x f x sen x + k 

r x 1 

sen 2 x dx = —- - “ sen 2 x + k 


32. f eos 2 x dx = ~ + — sen 2 x + k 
J 2 4 
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33. J*tg 2 x dx = tg x - x + k 

34. feotg 2 x dx = -colgx - x - k 

35. J* sh 2 x dx = — (sh x ch x - x) + k 

36. J* ch 2 x dx = ^ (x + sh x ch x) + k 

37. J*arcsenxdx = x are sen x - vi - x 2 -t k 

38. J* are eos x dx = x are eos x - \1 - x J - k 

39. J* are tg x dx = x are tg x - In v i x 2 - k 

40. f--- dx = x - ln{1+e*) + k 

41 f ~—- dx = — are Ig — - k 

J a 2 + x z a a 

42. f — — — 7 - dx = — arg th — + k 

J a 2 - x 2 a a 

43. f -—7 dx = - — arg coth — - k 

J x 2 - a 2 a a 


v a 2 - x ! 


dx = are sen — f k 


45, f — ; - 1 -- ■ ; dx = arg sh — 4- k = In (x + vx 2 + a 2 ) 1 k 

J va 2 * x 2 a ' ' 

46. f — - -j —. dx = arg ch - k = In |x 1 \/x* a 2 ! - k 

J \ x -a 2 a i ’ 


47. f Va 2 - x 2 dx = — are sen— - — \a 2 - x 2 - k 

J 2 a 2 


48, f v a 2 + x 2 dx - - 7 — arg sh — + — v a 2 + x 2 k 


a 2 


49. f \/x 2 - a 2 dx = — Vx 2 - a 2 - —— arg ch — + k 

J 2 2 a 

50. f - j- dx = —U m ^ - a JL 4 l_ -Y'b + k 

J x v a x + b V b v a x + b - v" b 


— dx = — ^ ln - ^ + k (b> 0 ) 

b V b v a x -i b - v b 
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SI 1 

r_ Jl 

— dx 

SI. J 

1 x V' a x 

+ b 

52. 

x v a x 

* b dx = 

53. 

«i 

j*x z V X 2 

± a 2 dx 

54. 

J x 3 VV 

- a 2 dx 

55. 

JVV? 

- x 2 dx 

56. 


— dx = 


\/-b 


a x + b 


- k (b< 0 ) 


t a 2 k 


= 1 (x 2 a 2 ) 5 * - -—i* 2 ' a 2 ) 3 ' 2 + K 


a are eos — •*- k 
x 


57 J* ^ x _Z a - dx = v'x 2 + a ? atn 

_ . .-'2 i x 


a i- v x 2 t a" 


fV* r-g-'dx =- - lo jxWTT?] + 

J x 2 X 


V 5. - X 


- dx = - 4 v a' x 2 • — are sen — t k 
z 2 ¿a 


>. f —?4=^r dx “ " T ln 

J x v x*- + a a 


x v x‘ \ a 


1 . a i- V x' + a‘ 
— ln -—-- 

A , X 


V x i. a 

f- 4 = dx = - — ln 

J x Va 5 - x ? 3 


dx = ~ vV ± a 2 - -y- ln [x + vx ! - a 2 | * k 


V a 2 - x 2 


va - x 


/ I 1 B i 

-- — dx - — árceos — t k 

x 3 x 


65. /- 

66 J- 

67. J 
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v ax ■ b 


— dx = 2 V ax x b + b 




- - - ■ ■ dx (véanse N ca 50 y 51) 

ax + b 


x 2 v'x 2 =; a 2 


„ v x* ± a ; 

dx = * -;-X 

a 2 x 


— x 2 i —!s~—g- . a + v a x ^ 

—— dx = V a 2 - x z - a ln-—- ' K 

v X 


va* - x ¿ v a 2 - x* x 


dx = - 


- are sen — k 
a 


}. J'(x 2 ia 2 ) 3/2 dx = X (x 2 ia 5 ) 3/2 - 3 Jx 3 v'x z r a 2 (véase N° 53) 


1 


<* 2 =a 2 ) 3 ' 2 

0 * — 

x 2 


(x 2 ra ? ) 3/? 

(a 2 -x 2 ) 3/2 dx 

X 

3 — 


a 2 v'x 2 ± a 2 


-• x 

VFT? 


+ ln x + Vx ! * a 2 + k 


12 /< a?_x2 ) 3/? dx 3 y (a 2 -x 2 ) 3/2 + J v a 2 - x 2 dx (véase N° 47) 


73. f-—■ . dx = 

J (a a K >y/? 


a 2 vV v 


Como trabajo práctico pueden verificarse algunas de las fórmulas anteriores apli¬ 
cando la definición de primitiva, es decir, la derivada del resultado debe coincidir con 
el integrando. 


♦ Nota 

En este capitulo, al considerar funciones primitivas, hemos prescindido muchas 
veces de la notación diferencial. 

Sélla recomendado su uso en los casos de sustitución solamente con el motivp 
de simplificar los cálculos y prevenir errores. 

Pero también en el cálculo de integrales por suslitución puede prescindirse del 
uso del diferencial. Para ello es necesario siempre, al efectuar un cambio de variable 
en el integrando, multiplicar la nueva función compuesta por la derivada de la función 
interior. 

O sea. si al buscar una primitiva de f se recurre al cambio de variable x n g(i) i 
donde g es una función derivable, debe escribirse: 


Jf(x) = J (f |g(t)| g (|)). 


Justificaremos la regla anterior, que es. una vez más, la regla de la cadena. 
Se trata de calcular una primitiva de la función integrable I. 

Si F es una primitiva de I, es F'(x) = f(x) ( 1 ). 

Hacemos x = gil) (Verificamos previamente: Rec g g D, y D, = D f .) 


íF(x) = H(t) 


4?5 



De acuerdo con el diagrama anterior, es 


h = fog y h(t> = f[9(0] “ W- 
Además, H = Fog y H(t) = F[g(0] = F{x). 

Por lo tanto, encontrar la primitiva F se reduce a encontrar la función H, que 
depende exclusivamente de t. 

Por la regla de la cadena: 

H'(t) = (Fog)'(t) = F'[g(t)]g’(t) = t [g(t)l • g'(0- 


Por definición de primitiva: 

H'(t) = g'(t) => /0í9(‘)] g'(t)) = Hit) - k. 

Además es H(t) + k = F(x) * k = J”f(x)- 

Reemplazando convenientemente resulta: 

Jf(x) = J(t[g{t)l • 9 (»)) = H(t) - k 

que se presera al efectuar cambios de variables en integrales mullip e . 

Aplicaremos la propiedad antenor para calcular la integral I - Jv'9 -“x 7 
resuelta por sustitución en la página 413, con^ayuda del diferencial. 

Si hacemos x = g(t) - 3 sen t, es g O 


Luego, es 


v 9 - 9 sen 2 t ■ 3 eos t 


9t , 9 sen 2t ^ k = JL are sen ^ 
2 4 2 4 


9 J* oos ? t = 

— \/9 - x 2 + k. 
2 


respuestas a ejercicios 
CAPÍTULO 11 
Sección II 

1 ) - _L- + k 2) jL + jL - eos* + * 

6 x° 
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3) In |x - a| + k 


4» -f -#?•- v^r- & + k 


5 >1t + ‘ 

7) | * k 


6 ) - « s 4 — + k 
5 2 


8) x In 2 + In |x[ + k 


Sección III 


1) - In |a - xj + k 
3) (x s + 7) s + k 


2) - In(cosx) + k 


S) ~~ (2x 6 - 3x) 7/s + k 


6) In Jx 5 + 3| + k 


7) In (1 + seo z x) k 


8) - (cos s x + X 3 ) 2 + k 


9) (3x s - 2x)’ 2 ' 5 + k 

¿4 

ti) - y In feosx - x*| + k 

13)-oos 7 <3x) + k 

15) - j (2x * 3x 2 ) « + k 

17 ) - + k 

19) - -S2»* + * + k 
5 


10 ) — arctg(fix) ■+ k 


12) j In |3x z + 2x| + k 
14) ( x 4 + 3) í,? + k 

O 

16) ^ - + 3)7 - + k 
35 

i8> Je*¿ni + k 

7o 


20 ) In Jx 3 + 3 x| + k 

O 


21 ) ~ V(x z +3) a + k 


22) — In |x 2 + 2x| + k 


23) - — sen (1 - x 2 ) + k 


24) — In |x 3 + 11 + k 


25) ~~ (3x 7 + 2)'° * k 


26) - (cos 2 x ) a ' 2 + k 


27) - e* + k 


28) —— + k 
in 3 
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2 ia» 

291 —- + k 

' In 2 

Sección IV 

1) a ' e — -r k 

1 In a 


3) e" (x - 1) + k 


30) — tg 4 x + k 

4 


a (m«. i) + k 

4) x are sen x + v'1 - x* + k 
6) - x eos x + sen x - k 


5 ) . e • (x 2 - 2 x + 2) + k 6) - x eos x + sen x - K 

x 

7) JL_ (sen x - eos x) - k 8) —(eos x 4 sen x) - k 

9) [cos(lnx) sen(lnx)] + k 10) xarctgx - — ln(x 2 * 1) + k 

11 ) -jL- e"’ (sen 2x * eos 2x) + k 

12 ) A sen(Sx) + + k 13 ) xarcsen(bx) + V1 -- ^ b2 ^ - * 

5 4d 

?x \-‘* 1 3 2 

14 ) -®1_ (sen 4x - 2 eos 4x) + k 15) xarccos(ax) - ---- + 


16) are tg (3x) - 


x_ are lr)(3x) 


5- . x 2 . _ JX51 x Z_f_ + k 
' ' In 5 ln 2 5 ln s 5 


18) - eos (In x) + k 


/ cos(3x) In a 4 3 a" sen(3x) 
9 + In 2 a 


20) xln(x z ^1) 2x - 2 are tg x + k 

3» In 3 sen (3x) - 3* 11 eos (3x) | R 

21) ’ “ iñ 2 3 4 9 

22) --T5 sen(5x) + In 5 cos(5x)] t k 

25 -r In 2 5 

* 2 ?» 2 “’ 1 • x 2"*' v 

23 >- w k 

81 „ 3 rien^x) _ cosWn ^ k 

27 J 
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25) - -i- e 4 ‘ 

4 


1 c.* 

1* e * + h 26) T + k 


27) [cos(5x) + 5sen(5x)] 4 k 
.¿o 


1 + 16 ln 2 3 


[“" (í) 


+ 4 In 3 eos 


(i)] 


29) “¡V (3x ^ 10) O^+S) 1 * + k [f'(x) = x (x z + 5) 1/2 A g(x) = X 2 ] 


50) (9-x 2 ) 5 " (5x 2 -36) + k 

45 

Sección V 

11 - cos < 7x ) j. cos 3 (7x) 


k 2) sen x - _®£Ü^L + ^ 
3 


„ 9 u 

P — O ——. 

3) - — cos 2 x + cos 2 x + k 

4 ) ~ sen (2x) - -i sen J (2x) 4 -1- 5en s (2x) t k 


. 3 sen (2x) sen (4x) 

5 > 8 X ' + “aH * k 

6 ) 4 + t „ 

2 12 


7) J- sen a;S x 


sen llV5 x - k 


8 ) - - 5 - cos 8,3 x 

o 


M 

3 — 

—— cos x i- k 
14 


9 , *_ _ sen (16x) 

8 128 

10 > - - sen (6x) - 


sen (12x) 4 k 


11) 

sen 3 (5x) 

sen 5 (5x) 


15 

25 



12) 

■y eos 3 ' 2 

(f) + 

4 ,,, 

— cos 

( 7 )“ 

13) 

•g a (2x) 

6 

Ig (2x) 

2 

k 

14) Ig * 

15) 

sh (6x) 

12 

1- 


16) — 
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17) —arctg 
VIO 


A t gx) 4. H (í = 'gx) 


18 } ln ’tg 


x + sec x| 4 k (i = sen x) 


Sección VI 

1) 2x - 1n¡xj 


1n¡x 4 5| 4 k 


, JL x 3 -* 2x 2 - 6x + 13 ln |x * 2| 4 k 
4 3 

3) _*L - 3x 2 + I6x 4- 9 ln ¡X - I 1 - 45 ln |x -2',tk 
3 

41 A x - ji,n|2x-1i + « 5) f «’ - « ! * a - 2 ln |x + 'l + k 

6) — ln |x - 1 1 - 4- m>*t| - k í)-^'"l*-2l-Tr ln |" + Tl' k 

8} 4 ln |X4-2| - 41n|x44| *- k 

1 ln|x-2| „ JnJx+3L + k 

9 > * ~ 25 25 

0) 3*1 + -?—— + J- ln |x + 3| - ln |x - 21 - k 

'4 5(x-2) 25 25 


u x _ _i_A h, i*4.i| - tn .x-21 + k 

3(X41) 9 9 


12) 4 ln |x4 2| 


- 3ln |x-1| 4- k 


13) ln : ,x-l! —~~ 7 2 ~ - ,n l x 2 i + k 

14) - 3 _ _3_ t 4 k 

' X x 4 1 lxl 

«1 - -5t¡br + " ,|,_11 ' "ir l ’ , * 3i + k 

161 -jg- m;«-5| - -i- H»-1| - + k 


,7) 1 ln M - i¿ár - 1 ln|x ' 31 T k 


¥ 2 i 

18) -i- + 2ln|x| - 2 ln |x-1| 4- k 

19 ) ---— lnlx+1, 4 - —4 ln |X-3| + k 

' 4(x +1) 16 1 1 16 

20) -y- » 3x + - f '" «I + f H>'3| i- k 


21 ) 4 - * 4 «■ 


— -t- — x 2 - x 4 ln jx¡ 
3 2 


- ln 'x- 1| 4 k 


22) ——^— -— ln'x+5| 4 ln |x-3| ‘ k 

’ 8(X45) 64 1 64 

23) -2~- 4 ^ x? " x - qj 1 ,r + 4 ln |x- 1. - 4 ln .* +1 í + k 

3 2 2(x~1) 4 4 


24) 2 + 3x ~ -ÍF5T + 

25) v 3 are tg * ~J. + k 

3 V 3 


lnx -_2L _ In l x+ -1 L + k 
16 16 


5 V 7 , X . 

—-— are 1g —— - k 
7 v 7 


x 2 1 x 

27) 2 ~ 2 afC 19 7 * k 

28) - 7 - - i * 3 " ^ arc,g ^7r * k 


29) j are tg + k 

31) are tg - k 

¿ i v 7 


ln V? »■ 5 - k 


32) -ÍOjílUL + k 

2 3 


33) —^r- ln v'x ? * 3 4 k 

O 


3 V 5 . x 

- are tg —— 4 k 

5 v 5 


2x + 1 


- k 36} — are tg (2x - 6) 4 k 


are tg ( "\J x) > k 39) 


arctg 3 ^_ - k 

6 V T 


39} — ln,x 1| 4- In|x4l| J- arctgx - k 

4 A ¿ 


40) x 2 - ln(x 2 4i) - k 

4I > - liTV ' i ***" " 7 ’ k 
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42) — lnx -1 —i- ln(x 2 -x+i) - arcrg 2x t. 2 . + k 

3 6 3 v'3 

43 ) \ arctgx - ln|x* 2 ! ln(x 2 - 1 ) + k 

5 b 10 


44) ~ ln|x — 11 


45) ~~ - x 


ln(x 2 +3x-4) 
tn¡x- 2 | + — 


. / 2x + 3 \ 

a,c ' 9 r~7r> ' k - 


aro tg - * • — -— ln(x 2 x+1) + k 

21 a V 3 14 


46) ln(x 2 + 1) + -f- are tg x - -1 ln|x-2| + k 

5 5 5 

47) 4- ln(x z -2x~2) - -7 ln,x, + -—^- + k 

8 4 4(x 2 2x-2) 


2 x 2 I 4 
x 


4 ln(x 2 4 4 ) + k 


49> 216(9+x 2 ) 36(9 fx 2 ) 2 648 30,9 3 k 


34 v 7 „ 4x H 1 17x - 1 

50) ——— are tg-=- ■ --- 

49 v 7 14x 2 - 7x + 7 


51) a) - - 
b) - 

Sección Vil 


X - 1 

- + 1 

are tg( 2 x) 

x 1 

3 

Vil 

2 x 


v'3 

■h 2X 

l 3 

V 

13 


+ -x=- ln|x-3|-z-=- ln(4x 2 -1) 


are tg ( 2 x) 4 k 


2 ) arg ch x + 1 ^ - k 


4) argsh - k 

2 VT 


5) - 16 - 4 arg ch ~ - k 

2 3 4 


6 ) — argsh(x-2) + X ^ 2 Vx 2 < 4x- 5 i k 


7) ——— v"x 2 - 2x - 7 - 4 arg ch x - ~ + k 

2 V 8 
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8 ) V'4x* - 1 - are sec(2x) + k (2x = secl) 


9) are sen 




arg ch (- 


11) J- V9x 2 t.6x -+■ 2- argsh (3x+1) + k 


12) - 8 v 2x - x J + 5 - 3 are sen - + k 

V 6 


Sección VIII 


1) — x v'x 2 - 4 + 2 In x - vV -4 k (x = 2 sec t) 


X 1 -— 

2) 2 are sen — - — x v 4 - x 2 + k (x = 2 sen t) 
2 2 


3) _L , n . _v . 4xi . -H 9-3 , 

3 x 


( x -i t8t ) 


4) 1 h 

2 V x + 2 - 2 


k (x ?2 = l 2 ) 


5) (4 + x ) 3 ' 2 (3x - 8 ) + k (4 + x = t 2 } 

15 


6 ) ( 2 +x 2 ) 4 ' 3 ( 2 x 2 - 3 ) + k (2 -h x 2 * t 3 ) 
28 

7) —(3x 2 -10) (x 2 + 5) 3í * + k (x 2 4-5 = t 2 ) 

I O 


8 ) {9-x ? ) E •* (5x z 36) k (9 + x 2 = I 4 


ó 2 \ x 2 + b 2 


k (x = b tg t) 


3 \ x 2 - 2x - 4 


k (x - 1 = v 3 tg 1) 


are sen (\ x - 2) (\ x-2) V 4 \ x - x - 3 


k (v x = t) 


12 ) arctg(e*) + k (e x = t) 
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12. INTEGRAL DEFINIDA 

El problema de calcular el área de ciertos recintos planos, los polígonos. se re¬ 
suelve en geometría elemental. A cada polígono P se te asigna un número real a(P), 
su área, de acuerdo con la definición inicial de que el área de un cuadrado de lado 
unidad es el numero 1. 

Se determina asi una función cuyo dominio es el conjunto de los recintos planos 
poligonales y cuyo recorrido es el conjunto de los números reales no negativos 

El problema se complica fundamentalmente cuando se intenta calcular el área 
de un circulo y, en general, de cualquier recinto plano no poligonal. 

El acceso clásico es aproximar el recinto mediante polígonos adecuados, inscrip¬ 
tos o circunscriptos, y definir el área buscada utilizando conjuntos formados con tas 
áreas de estos polígonos. 

En primer lugar Interesan especialmente los recintos planos no poligonales más 
sencillos, limitados por la curva asociada a una función continua. 



Un ejemplo lo constituye el recinto R, cuya parte superior está limitada por el grá¬ 
fico de la función continua y positiva f en el intervalo cerrado [a: b] y cuya parte infe¬ 
rior está limitada por el eje de abscisas. 

El recinto R se llama recinto de ordenadas, pues está cerrado lateralmente por 
ios segmentos de ordenadas correspondientes a las rectas de ecuaciones x = a y 
x = b 

Una forma de aproximar el área del recinto R es considerar rectángulos inscrip¬ 
tos en él. 
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Por o.'emplo, si dividimos el intervalo [a: b | en cuatro partes (¡guales por simpli¬ 
cidad), i-n área aproximada de R está dada por la suma de tas áreas do los rectán¬ 
gulos A,, A.,, A 3 y A a . Los cuatro rectángulos forman un polígono A, totalmente conte¬ 
nido en R. 




Se comprende de inmediato que deseamos asignar al recinto R un área 
tal que: área (A) « área (R), y que la aproximación será mayor si se vuelven a subdi¬ 
vidir los subintervalos anteriores. 

Los rectángulos AA 3 y A 4 tienen como base un segmento cuya longitud es 

la cuarta parte de la longitud del intervalo inicial [a;b], es decir, y cuya altura 

es el valor mínimo que alcanza la función f en cada subiniervalo (el valor mínimo exis¬ 
te por haberse elegido el gráfioo de una función continua). 

De manera similar se puede obtener una aproximación por exceso si se consi¬ 
deran los cuatro rectángulos circunscriptos correspondientes a la misma subdivisión 
de [a; b]. 



Si es B el polígono formado por tos rectángulos B,. B 2 , B 3 y B 4 , el polígono B 
contiene al recinto R y área (R) =£ área (B). 

También se mejora la aproximación por exceso si se vuelven a subdlvldir los 
subintervalos anteriores. Obsérvese además que, en cualquier caso, si A es un polí¬ 
gono inscripto y B uno circunscripto en el recinto R, una definición lógica de área 
debe permitir que se establezca la siguiente relación: 

área (A) < área(R) ¿ área(B). 
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Sí se considera el conjunto I formado por las áreas de todos los polígonos Ins¬ 
criptos en R, dicho conjunto está acotado. En especial Interesa una cota superior, que 
puede ser el área de cualquier polígono circunscripto en R. 

Si el conjunto I está acotado superiormente, entonces tiene extremo superior o 
supremo. 

De la misma forma, el conjunto C, formado por las áreas de los polígonos cir¬ 
cunscriptos en R, está acotado ¡nferlormente por cualquier elemento de I, Que es el 
área de un polígono inscripto en R. Luego, C liene exlremo inferior o ínfimo. 

En el caso del gráfico considerado, resulta supremo I = ínfimo C, y ese valor 
común se define como área del recinto R 

Si la (unción no es continua, puede suceder cue no existan íes valores indicados, 
o que existan ambos y no coincidan. En estos cases tampoco existe el área 

Las (deas anteriores han tratado de esbozar el método seguido para determinar 
el área de recintos de ordenadas que cumplen ciertos requisitos. En todos los casos, 
para ampliar el dominio de la función área, ya utilizada en geometría elemental, se 
busca obtener para les po'igonos la misma área que corresponde a fórmulas ya co¬ 
nocidas. y para figuras no poligonales se prceura que el área posea las propiedades 
requeridas anteriormente 

Algunas de ellas son las siguientes; 

1) VR; a(R) £í 0. 

2) Si R es un punto o una curva, entonces a(R) = 0. 

3) Si R, y R 2 son recintos planos congruentes, entonces a(R,) = a(R ? ). 



4) Si R, y R ? son recintos planos cuya intersección liene área nula, entonces 

a(R, u R¡>) = a(R .) - a(R 2 ). 



5) Sí R, y R;. son dos recintos planos cualesquiera, entonces 
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fi) Si R, c Rj, entonces a(R t ) < a(R,j 



que desvinculo la ideare*integrare ^íasl^eome^cr^*' ^ * pri,Tier0 

ce <*» ,e “ na “dionea. „ ha- 

•C.CH105 do ordeñrSás l '" P ° na " c,a lundamantal: la Oofloldon do ir„ pa “ a 


f. Sumas inferiores y superiores 

r ' d "T en un »™*> i«bi. 

continuidad de R. ’ " Premo e ínfimo, de acuerdo con el axioma de 



pues f no es continua e^rEÍSo" en^tL^asres^bt ^ °' 

valor máximo 5 como sTedÍe^f e*mpto tnenor '' PU6d ° a,canzar un 

lutos^nta^brEl 9 ^ '** máX ' m ° min,m ° abso ' 


rr soí en ,a * 

r;as sobre funcione, ce vari ab rcc^rX fo^SS n,a, '* y P ° f ^^ 








Sí ta función es continua, en cambio, el ínfimo es el mínimo absoluto y el supremo 
el máximo absoluto, como sucede en el ejemplo siguiente: 



f(x,) es el supremo de f en [a; b] y es el máximo absoluto. 
f(x 2 ) es el ínfimo de f en [a; b] y es el mínimo absoluto. 
Daremos a continuación algunas definiciones. 


Subdivisión’ 

P es una subdivisión del intervalo [a; bj si es una sucesión finita, estrictamente 
creciente, de números reales x 0 , x,, x 2 , .. x n , tales que a = x 0 < x, < x 2 < 

<.<x„ , <*n = b. 

La subdivisión P se designa P * [x 0 ; x 2 ;.; xj. 

Los n puntos de la subdivisión P dividen al intervalo (áib] en n subintervalos 
parciales {x 0 ; x,], [x,; x 2 ].[x n xj. 

Designamos I, al primer intervalo, 1 2 al segundo, etcétera. 

El intervalo I* = [x k xj tiene longitud A fc x = x^-x,, ,, 


* Pretiero emplear el nombre de subdivisión en vez del de partición, de uso más Irecuente, para 
evitar confusiones con e! mismo nombre utilizado en teoría de conjuntos para un concepto 
diferente, 


Una subdivisión es "regular" si y sólo si todos los subintervalos tienen Igual lon- 
giiud, 

Aforma de una subdivisión P es el máximo del conjunlo formado con las longitu¬ 
des de los subintervalos correspondientes. Se designa ]|P[|. 

Es decir, || P|| = máx^x. 

-1-*- 1 -H-1-1- 

a “ x o X 1 *2 x 3 x 4 b =x 5 

En la subdivisión P = [x 3 , x )t x ? ; x 3 ; x 4 ; x s ], Ja norma es el número !|p|| = 

= X, — x 3 . 

Refinamiento de una subdivisión P, o subdivisión más fina que P, es una subdivi¬ 
sión P' a la que pertenecen todos los puntos de P, 

Es decir, la subdivisión P* = [x' 0 pc',:.: x' h ] de [a;b] es más fina que 

P * [x 0 ; x,;.; x n ] de [a: b], si que cumple 

Vb:(x h 6 P => x h e P’). 

Interesa, en general, el caso en que la nueva subdivisión P' tiene oíros puntos 
adicionales además de los punios de P, 


P' 


3 X e X, Xj 

-1- 

x 3 *= b 

P = fx 0 ;x T ;xj,x 3 ] 


*; 


a = x o *z X' 

x; = b 


fx 3 : x‘ t ; xj; xj; x'] = x 3 : x 3 }. 


P’ es más fina que P, pues a los puntos de P se tía agregado el punto x‘ y el 

intervalo Ix 0 x,] de P ha sido reemplazado en P' por dos subintervalos Ix^x',] y 

|x\;x'j]. 

Obsérvese que el relinamiento de una subdivisión no depende sólo del número 
de intervalos, pues debe incluir todos los exiremos de subintervalos de la subdivisión 
menos fina. 

De la definición se deduce de inmediato que si P' es más tina que P, entonces la 
norma de P' es menor o Igual que la norma de P. Es decir, ; |P || s ||P|[. 

Estamos considerando exclusivamente funciones acotadas en intervalos cerra¬ 
dos. Si f 8s una función acotada en [a; b], llene supremo e ínfimo en [a, b] y tam¬ 
bién tiene supremo e infimo en cualquier subinlervalo de [a; bj. 
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En el subintervalo f h , por ejemplo, M k es el supremo de f y m k es el ínfimo, de 
acuerdo con el gráfico anterior. 

Suma inferior de la función f en el intervalo [a; b], correspondiente a la subdivi¬ 
sión P, es la suma de los productos que sa obtienen multiplicando el infimo de 1 en 
cada subintervalo por la longitud del mismo. 

Se designa S P (f). 

Es decir, si m k es el ínfimo de f en el intervalo [x k x¿], es: 

n n 

§P<f) = ^ ~ x < - 1 ) = ^ m k 

k - 1 k - 1 

O sea, §p (f) = rrr.fx, - x 0 ) + rn ? {Xj - x,) + . A m n (x„ - x n ,). 

De la misma manera, suma superior es la suma de todos los productos que se 
obtienen multiplicando el supremo de f en cada subintervalo do P por la longitud del 
mismo. 

Si M k es el supremo de f en el intervalo [x k _ x k ], es: 

?1 

Sp(f) = ^ ^k( X k~ X k-f)- 

k i 1 

Ejemplo 1 

Sea el siguiente el gráfico de una fundón f acotada en el intervalo [a; b]. 

Sea P = [x 0 ; x,: x 2 ; x 3 ] la subdivisión señalada en el gráfico. 



Oj x 0 » a x, c x 2 x, = b 
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Es § P (f) = k (x, - x 0 ) k f(x,) (x ? - x,) - f(x 3 ) (x 3 - x 2 ) 

Y S P (f) - f(X ,) (X, - X 0 ) + f(c){X 2 - X,1 - f(X z ) (X 3 Xj). 

De acuerdo con la idea geométrica dada al comienzo de! capilulo. S P (f) corres¬ 
ponde al área de un polígono inscriplo en el recinto de ordenadas y S" P (f) al área de 
un polígono circunscripto, 


Ejemplo 2 

Calcular S y S para f: —» x 2 +■ 1 en [0; 3] para tas subdivisiones siguientes: 

1) P-[0;1;2;3J 

2) P' = [0; 1; 1.5:2:31 


101-- 


3.25 -j\ ¡ 

2 -Til l 

— i U ! 

0 12 3 


1) Sp(f) - f<0) • 1 * f(1) • 1 + f{2) -1 = 1 • 1 + 2- 1 + 5 • 1 = 

Sp(f) = f(1) - 1 + f(2) 1 + 1(3) -1 = 2 1 ‘ 5 1 • 10 -1 = 

2) Sp(f) = 1(0) • 1 t- f(1) ■ 0,5 f f(1,5) - 0,5 * f(2) • 1 = 

- 1 ■ 1 * 2 0,5 - 3,25 • 0,5 -k 5 • 1 = 8,625 

& «) = f(1) 1 - f( 1,5) 0,5 - f(2) 0,5 • 1(3) - 1 -= 

= 2 1 y 3,25 • 0,5 - 5 0,5 ► 10 1 = 16^125 

Ejemplo 3 , y 

7 

Calcular S y S en [- 2; 3] para: 


‘ -X si -2s*<0 

I:x-k • x ! + 2 si 0 s xs 1 
- x + 4 si 1 < X < 3 

y para las subdivisiones: 

1) P = [-2; -1r0;1;2:3] 

2) P' = [-2: -1,5; 1:0: 1; 2: 2,5; 3] 
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1) Sp = f< -1) • 1 + O 1 - 1(0) 1 * f(1) ■ 1 *■ K2) 1 = 

= 1+0 1-2 + 3+ 6 = 12. 

S P ~ »{-2) -1 - f(0) • 1 + f(1) 1 + t(2> 1 + 1(3) -1 = 

= 2(2+3(6*7=20 

2) S P = f( -1,5) • 0,5 + f(-1) 0,5 + 0- 1 - 1(0)- 1 +f(1) 1 - 1(2)0,5 + 

- f(2,5) 0,5 = 

= 0,75 + 0,5 +0-2+3+3+ 3,25 = 12J> 

S P = f( 2) ■ 0.5 + f(-1.5) • 0,5 + f( - 1) 1 + *(2) - 1 - f(2,5) 0,5 + f(3) 0,5 = 

= 1 - 0,75 + 1 + 3 + 6 - 3,25 + 3,5 = 18,5 

Demostraremos a continuación algunas propiedades de las sumas inferiores y 
superiores. 

Lema 1 

Si f está definida y acotada en [a; b |, para cualquier subdivisión P la suma infe¬ 
rior no supera a la suma superior 

Es decir. VP: (§ P (t) ^ S P (f)). 


Demostración 

De acuerdo con las definiciones de suma inferior y superior, en la primera inter¬ 
viene el ínfimo de f en cada subintervato [x h x J de P m k . y en la segunda el su¬ 
premo M k . 

ComoVk: m k s M k , resulta ^m^-x,,.,) - 2 
o sea, S P (f) s S P (f): 

Lema 2 

SI f es una función definida y acotada en [a: b). P y P' son dos subdivisiones de 
! a; b) y P' es más fina que P, entonces; 

1> SpC») * Sp (f) ; 2) Sd(í) >§»(()• 

Demostraremos la primera parte. La segunda es análoga 


Demostración 

Al considerar la subdivisión P y la subdivisión más fina P';-basta comparar los 
términos de las sumas inferiores que corresponden a los intervalos donde hay nuevos 
puntos de P‘. 


Sin restar generalidad a la demostración, suponemos que la subdivisión ?’ tiene 
solamente un nuevo punto además de tos puntos de P. Sea c ese nuevo punto, que 
pertenece a un intervalo l h de P 

Si se comparan S P y ¿ P , todos sus términos coinciden, con excepción del tér¬ 
mino lh = m h (x h -x,, ,) de S P , que ha sido sustituido en S P . por la suma de dos 
términos; Lh = m'(c-x h _,) - m”(x h -c), donde m' es el ínfimo de f en (x h .,; cj y 
m" el ínfimo de f en [c; x h ]. 



Como m„ es el ínfimo de f en [x„. x h ], resulta 

m h £ m’ y m h ^ m”. 

Luego, L, = mh(x h -x^,) = m h ft,-c) + m^c-Xj,.,) s m'fe-c) + m"(c-x h ,) = t' h . 


Es decir, t h í= t' n . 

Como los demás términos son iguales, es Sp(f) s; § P (f). 

Si hubiera más puntos en P' la demostración es análoga, y puede hacerse ge¬ 
neral por inducción completa. 

Gráficamente, este lema indica que las áreas de los polígonos inscriptos crecen 
al considerarse subdivisiones cada vez más finas 

Mediante consideraciones similares se demuestra que las sumas superiores de¬ 
crecen al considerarse subdivisiones cada vez más finas que las anteriores. 


Lema 3 

Si f está definida y acolada en [a;b]yP,y P ? son dos subdivisiones de [a; b], 
entonces la suma inferior para cualquiera de las subdivisiones no supera a la suma 
superior de la otra subdivisión, (Obsérvese que el lema 1 se refiere a suma inferior y 
superior para la misma subdivisión y, en cambio, este lema 3 se refiere a dos sub¬ 
divisiones cualesquiera .) 

Debemos probar VP, VP ? : (S P ,(f) ^S Pj (f)). 


Demostración 

Como P, y Pj son dos subdivisiones cualesquiera de [ a; b], buscamos otra sub- 
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división P que sea un refinamiento común a ambas {Para obtener P basta considerar 
todos los puntos de ambas subdivisiones P , y P 2 .) Si P es más lina que P. y tambié 
más fina que P 2 , por el lema 2 es: 

Sp,(l) s § P (f) (primera parte): 

Sc ? (f) a S p (f) (segunda parte). 

Vinculando las dos relaciones anleriores mediante el lema 1, es 
§ Pl (f) s S P (f) ^ S P (I) s § P? (f). 


Luego, por transitividad: 


lema 1 


S P ^(f)^S Pj (f). 


Gráficamente, el lema 3 indica que el área de cualquier polígono inscripto en un 
recinto no supera al de cualquier polígono circunscripto. 


EJERCICIOS 


1) Considerando f: x - V25^ en[0; 5], calcular suma inferior y suma superior 
para las subdivisiones: 1) P = [0; 3: 4; 5]. 21 P' - [0: 1: 3, 4, S] y 3) 

= [0; 1:2; 3: 4; 5]. . , . 

2) Considerando I: x -~x* -r-J en [0: 3), calcular suma superior y suma «tenor para 
tas subdivisiones: 1) P =* [0;i;2.5;3] y 2) P’ = [ 0 : 0,5; i: 2; 2,5,31. 

3 Considerando f: X — x* + x en [0; 3]. calcular suma inferior y suma superior para 
las subdivisiones 1) P = [0; t; 2; 3] y 2) P' - [0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5, 3]. 

4) Considerando Ir x x* - 7x - 2 en [ 1; 3], calcular suma inferior y suma superior 

para las subdivisiones: 1) P = [1: 2; 3] y 2) P' - [1; 1,5; 2: 2,5; 3]. 

5) Considerando f: x -» x 2 - 6x + 10 en [1; 6], calcular suma inferior y suma supe¬ 

rior para las subdivisiones: P =' [ 1; 3; 4; 6)y P' = [1; 2; 3; 4,5,6], 

6) Considerando; 

2x + 1 si 0 «= x < 2 
f :x -* ■ x 2 - 4x + 9 si 2sx<4 en[0;5] , 

g si 4 ^ x < 5 

calcular suma inferior y suma superior para la subdivisión P = [0; 1; 2; 3; 4; 5]. 


il. Integral de Riemann 

En resumen, los lemas anteriores puntualizan las siguientes propiedades para 
as sumas superiores e interiores de una función definida y acotada en el intervalo 
[a:b]: 

1) para la misma subdivisión P: S P s S P ; 

2) si P' es más fina que P: £ P ^ 3 P - a S P a S P ; 

3) para dos subdivisiones cualesquiera P, y P 2 : £ Pl ^ Sp 2 - 

Si designamos A al conjunto de todas las sumas interiores de una función f, aco¬ 
tada y definida en [a; b], observamos que A es un conjunto de números reales que 
está acolado. 


444 


En efecto, una cota inferior es la suma correspondiente a la subdivisión "menos" 
fina de [a; b], es decir, a la subdivisión [x^; x,], cuya suma inferior es § = m(b~a), 
donde m es el infimo de f en [a, b]. 

Una cola superior, de acuerdo con el lema 3, es cualquier suma superior 

O sea, VP' (m(b a) S P (f) a S p (f) ¡s S P| (f)), donde el último miembro es 
una suma superior cualquiera. 

Por ei axioma de continuidad de R, el conjunto A tiene supremo y tiene ínfimo. 

Como las sumas inferiores crecen al afinarse las subdivisiones, interesa en es¬ 
pecial el supremo del conjunlo A. Este extremo superior se llama integral inferior de 
f en [a; bl 


Definición 


Integral inferior de i en [a; £>] es el supremo del conjunto formado por todas las 

P 

infinitas sumas inferiores de I en [a; b]. Se la designa 1 (. 


Es decir 




supremo A. 


De la misma forma, si B es el conjunlo de todas las sumas superiores, B es un 
conjunto acotado. Por el lema 3, admite como cota inferior a cualquier suma inferior. 
Por lo tanto, tiene Infimo y ese Infimo es la integral superior. 


Definición 

Integral superior de f en fa; 6] es el infimo del conjunto formado por las sumas 
superiores de t en [a; b]. Se la designa J* f 

Es decir, J** f = infimo B. 

Gráficamente, para una función f definida y acotada en [a; b]. 


infimo B, 


m(b--a) 


M(b-a) 


5p 3p 3 P .... 


J'í JV...S Pl s P . Sp 


P‘ es más fina que P, P” más fina que P‘, etcétera. 


es trivial. 


La propiedad de que f h f no supera a Pies lógica, pero su demostración no 

¡vial -X- a a 
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Teorema 


Sí f está definida y acotada en [a; b), entonces 



f 


Demostración 

Como ya se ha vislo, el conjunto de las sumas superiores está acotado interior¬ 
mente por cualquier suma interior, . 

Luego; para cualquier subdivisión P, S P (f) es una cota interior para el coniun o ü 
tí© las sumaTsupe"rioresrj 

Como f “ í es la mayor de las cotas interiores del conjunto B (intimo de B), es 


VP Sp^- f t 

%* ¡t 

Ahora bien, de la relación anterior resu ta que I f es una cota superior para el 

J A 

conjunto de las sumas interiores, ya que no es superada por ninguna de ellas. 

b 

Luego, como J. t es la menor de le.;- cotas superiores del conjunto A (supremo 

de A) no supera a una cota superior cualquiera como es f I. 

J 6 

2> 

' Es decir. J" f rs j 6 f. 


Por consideraciones ya efectuadas, es también: 


m(b-a) 



Nota: He preferido definir integral como extremo de un conjunto por razones de 
simplicidad. Creo que la definición de integral inferior, por ejemplo, como limite de 
una sucesión cualquiera de sumas inferiores cuando la norma de las subdivisiones 
correspondientes tiende a cero resulla más complicada (véase Cálculo 2, pág 261). 


Definición 


Si f está definida y acotada en la;b], y además 




función f es 


integrable en [a; bj. 

El valor común de la integral inferior y superior se llama, simplemenle, integral 
de f en [a; b] según Riemann. 

O sea, 


(integrable en [a; bj «=> 


Suele utilizarse también la notación 




l 


i. 



dx. 


Interesa conocer entonces cuáles funciones son integrables, pues una función 
puede estar definida y acotada en un intervalo cerrado y no ser inlegrable en él, como 
lo prueba inmediatamente el siguiente ejemplo. 


Sea f: x —* 


0 si x es irracional 
1 si x es racional 


En este caso, para cualquier subdivisión P: 


Sp(f) - Yü'ix - 0 


S P (f) = V 1 -4 h x = b- 


n — 

Luego, f'-oyP ~ b - a ¿ 0, y f no es inlegrable en (a; b]. 

El teorema siguienle da un criterio para establecer cuándo una función acotada, 
definida en un inlervalo cerrado, es integrable en el mismo. 


Teorema 

Una función f definida y acotada en [a: b] es integrable en [a;b], según Rie¬ 
mann. si y sólo si, para cualquier número positivo e, existe una subdivisión P de 
[a; b] tal que: 

Sp(f) - Sp(f) < €. 

Es decir. 

f integrable enfa: b| Ve>03P/ S P (f) - Sp(f) < e. 

Se trata, por lo tanto, de una condición necesaria y suficiente para existencia de 
la Integral. 


Primera parte 

Si f es integrable en [a; b |, entonces; 

Ve > 03P/S P (f) -Sp (|) < c 
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Demostración 


Si la función es integrable según Riemann, es: 

/'' P 

_a J i 

J 6 

f = supremo de A y I 1 = intimo de B, donde A es el 

conjunto de sumas inferiores y B el de sumas superiores. 

Por propiedad del supremo de un conjunto A de números reales, 


Ve > 03xt A.'x > supremo de A 


x « S a (f) 



x = S P (f) 



Como x e B, esx = S P -<f) para una subdivisión P" de [a: t>1. 

Luego. S P (f)<J*f+-| (2). 

Si P es un refinamiento común a P' y P". resulta, por lema 2, 

S P (f) > S P .(f) y S P (f) - S P . (f). 

Aplicando transitividad a las relaciones anteriores y a las expresiones (1) y (2). 

: --da: 
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Restando (3) a (4), es: S P (f) - s P (f) < f *f r | J, 

a _ el 

I _ 

Como f es integrable por hipótesis, es J*'f - J j q 
y resulta § B (f) - S P ff) < e , que es , a tesis ' ~ a 


2 


Segunda parte 

Si Ví > 0 3P/Sp(f) Sp(f) < e , entonces fes integrable en [a; b). 
Demostración 

Por definición de integral superior, 

VP: J 0 f s g p ( f ), 

a 

y por definición de integra! inferior, 

b 

VPiJ* f^Sp(f). 


Restando, 


0 -/ bf - f f * S P (0 - S,(f) < e. 


Póg. 446 


Luego, Ve o 0 J* f J f... e Como ambas integrales son números 

j _ a 

reales, la relacron obtenida implica la igualdad de ambos números. 

“b 5 

Por lo tanto, J f = J f y f es integrable en [a; b). 
integrables"^ * Cn,erÍ ° P ' JOden de,ef ™se algunas clases de (unciones 


Teorema 


Si una función definida y acotad^ en [a: ti j es monótona en dicho intervalo, en¬ 
tonces es integrable en él. 

♦ Demostración 

Consideremos, sin perder.generalidad, el caso de una función f estrictamente 
creciente en [a; b]. 



Si la función es estrictamente creciente, el ínfimo de la función en cada inter¬ 
valo es el valor que alcanza la función en el extremo izquierdo del intervalo, y el 
supremo, el valor que alcanza f en el extremo derecho del intervalo que se considere, 

Por ejemplo, en l k = [x k ,; x,], es = <{x K ,) y = f(x k ). 

Luego, para cualquier subdivisión P es: 

n r 

Sp(f) = V f(x,) (x k - x k t ) y §p(f) = y f(x k ,)(*» Xk >). 

k l k - ’ 

Luego, 

n * 

sp(o - Sp(f) = y tnx k )-f(x h ,n-i k xsiíP'i y [f(x k )-t{x k ,)]. 

N - 1 V * 1 

Además, 

n 

2 [ f (*k> - f (x k ,)] = (f(X,) - ftx 0 )l + lf<x 2 > - l(x,)l+ ... + [ ICX n )- 1(x n ,)] = 

"f(x„h f(x 0 ) « l<b) - l(a). 

Luego, VP: S P (f) - S P (f) s |‘P | [l(b> - f{a)). 

Si f(b) * f(a) {en este caso l(b) > f(a), pues f es estrictamente creciente), para 
cualquier t > 0 puede encontrarse una subdivisión P de [a; b] cuya norma sea me- 
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ñor que el número-—-o 

f(b) - f{a) • ° 

Por lo tanto, 

Ve> 0: 3P / § p - Sp,| l P|| ft(b) _ t(E)]< __í_.. ( , (b ^ |(a)] , e 

V**. S ' <1 ’ < ‘- <W “ c °"“° n <*• <*» 1 “« w«- 


Teorema 

Si f es continua en [a; b], entonces f es integrable en dicho intervalo. 

♦ Demostración 

quier H p Clem '° mÍSm “ Pr ™ ,,S < « uca °"“ « teorema ameno,, para cual- 


Sp(f) - Sp(f) = 2 (M k - rn k ) A k x. 

^ - 1 

d0r *Ppm mi Supr ! m0 y mk el infimo dB f en cada subintervalo de la subdivistón P 
aCUC ^ mn e?segundo^eorema de XeJr^ilpág ’ k V m " el mínimo ' de 

^ -- 

O sea. Ve > 0 3fi > 0/ Ix' - x”| < 6 )«*') - fíx”)l < 

Consideremos una subdivisión P del intervalo [a' bl cuva norma IIpij ^ 

anto, para todo e > o existe una subdivisión P del intervalo [a- b] tal 
que, en todo subintervalo l k de esa subdivisión es M k - m k < _~i_ (k € N A 

b — a 


Por lo tanto, 


A | íksn). 







Sumas intermedias 

Dada una subdivisión P del intervalo [a; b], si elegimos en cada subintervalo 
[x,_ ,: x¡] urt punto cualquiera c„ la suma 

n 

s p( f ) - X f ^ Ci) _ x i-1) 

i = 1 

se denomina suma intermedia de f en [a; b] o también suma de Rlemana 
Según definiciones anteriores, las sumas superiores e inferiores son ta 

sumas Intermedias si la función es continua. „ ntnnces 
Podemos demostrar que si f es continua en [a, b|. entonces 

Ve>0 3S>0/|J**f - Sp(f)| < € si l,|P j| < 8, 

o sea. que la suma intermedia aproxima la Integral definida con un error e prefijado. 

En efecto, por ta definición dada, es: S P (f) s S P (f) S P (f}. Además, por la de¬ 
finición de integral: S P (f) •< f f s? S p (f) 

J a 

Por lo tanto, VP: 


J*. 


f s Sp(f) A Sp(f) > Sp(f) 


ír 


Sp(f) í s p (0 - Spíf) (1); 


S p (f) ^Sp(f) A líS, 

J a 


(f) 


Sp{f) - J 6 f £Sp(t)-Sp(l) (2). 


O sea. 


- Sp(f) £ §p(f) - Sp(f) (1) a - (s P (0 - Sp(fj) sj f - Spff) ( 2 ). 


De (1) y (2): -^S P (f> - S P (f)^ s f - S P (Í) < S P {f) - S, 


(f) 




§e(f) - S P (f). 


Como f. por ser continua, es integrable, sabemos que 

Ve>0 3ft>0/S P (f) - S P (f)<€ si |jPl| < 8. 

Luego, Ve >0 3S > 0/jj^f - S P (f)| < € si |jPil<«. 

Este último resultado suele expresarse, con la notación usual para límite, de la 
siguiente forma: 


Hbt||p||—o Sp(f) - J f, 

pero no se trata de un límite común, oomo se verá más adelante (Cálculo 2. pág. 261). 


III. Propiedades de la integral 


Propiedad aditiva del intervalo 


Si f es integrable en [a: b] y c es un punto cualquiera interior al intervalo, entonces 





Demostración 

Consideremos una subdivisión cualquiera de [a; bj: 

P = |a = x 0 ; x,:x ? ; .:x r , = b]. 

Si P es una subdivisión cualquiera de [a; b], el punto elegido c puede o no perte¬ 
necer a ella. 

Sea P’ el refinamiento de P al que pertenece el punto c además de los n puntos 
considerados. 

Es decir, P' - [a = x 0 ;x,;x ? ; . ;c: _; x„ = b]. 

Resulta S P (f) -s S P (f) (1) por el lema 2. 

La subdivisión P‘ se puede considerar como la unión de dos subdivisiones: 
R = [a = x a ;x,; ...;x h = cjde[a;c] y 

O = (c = x h ;x h . ...,;x„ = b]de[c;b]. 

Luego, S P (f) S R (í) + S Q (f) 
y, por (1), S P (f) s S„(f) - S Q (t). 

Ahora bien, por definición de integral interior como supremo del conjunto de su¬ 
mas inferiores respectivas, es: 

Sr<í)s f f y So(f) — f & í. 
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■ 


í* c i "* 5 

Luego, Sp(f) s J 1 + J f- 


El número 


f:+f. 


í es, entonces, una cola superior para el conjunto de su¬ 


mas inferiores del intervalo [a; b], ya que S P (f) es la suma inferior correspondiente 
a una subdivisión cualquiera P de [a;b] 


Luego, 


J"* 5 f, que es la 


menor de las cotas superiores, no supera a dicho número, 


/>/.'* .0 » 


Por un razonamiento análogo, utilizando las sumas supenores, resulta: 

131 

De (2) y (3), como la función es integrable en los tres intervalos considerados, 
queda: 

Por lo tanto. Jj = p + // qu8 65 ta ,6SÍS 


Teorema del valor medio del cálculo integral 

(para funciones continuas) 

Si f es continua en [a; b], entonces existe un punto c interior al intervalo para el 
cual es f(c) = — f (f(c) es el valor medio de f en [a; b]). 

Demostración 

Recordemos, en primer lugar, que una función continua en un inten/alo cerrado 
tiene en él un máximo y un mínimo absolutos (pág. 182). Sean Mym dichos extremos. 
Como una función continua es integrable, por una propiedad anterior (pág. 446), 


es m(b - a) s J* f s. M(b - a). 


Como (b-a) es un número positivo, si dividimos por él queda: 


— r 

-aja 


f s M. 


4S4 


El numero k = ^ f f es un valor comprendido entre el mínimo m y el 

máximo M de f en [a; b]. 

Luego, por el teorema del valor intermedio (pág. 176). 3ce(a;b) tal que 
f(c) = k. O sea, f(c) = —^ J* b f, que es la tesis. 

Este teorema tiene una interesante interpretación geométrica para funciones con 
valores no negativos. 



Si se define el área del recinto de ordenadas como J^f. resulta: J' b t = (b-a)f(c), 

donde el segundo miembro es el área de un rectángulo cuya base tiene longitud 
(b-a) y su altura tiene longitud f(c). 

Es decir, existe un rectángulo "medio" cuya área es igual a la del recinto de orde¬ 
nadas. 


El numero fi - & j a J** f se llama “valor medio" de ia función t en el inter¬ 
valo [a; b]. 

Para poder encontrarlo necesitamos primero aprender a calcular la inlegral defi- 
nida f a f Para el, °- en fa sección siguiente definimos una función muy especial, lla¬ 


mada función integral, y demostramos el teorema fundamenlal del cálculo Volvere¬ 
mos luego al teorema del valor medio y sus aplicaciones. 


IV. Función integral 

Antes de definir la función integral damos dos definiciones que lienen una inter¬ 
pretación intuitiva lógica: 

" ■ ° : 2 > / i ’--/: 1 

Por otra parte, podemos observar que hasta ahora el concepto do IrrtngiHl dolí 
r>ida aparece totalmente desvinculado del de derivada. 
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Históricamente se llegó a ambas ideas por caminos diferentes, para resolver' 
sendos problemas geométricos. 

Newton y Leibniz fueron los primeros en relacionar ambos conceptos fundamen¬ 
tales. Esta relación se pone en evidencia con el teorema fundamental del cálculo Inte¬ 
gral, que permite calcular la integral definida de una función integrable f mediante una 
función primitiva o antiderivada. 

Para demostrarlo, consideraremos la función F definida as(: 


■ 

Analicemos la expresión anterior. En ella observamos que F es función del ex¬ 
tremo superior de la integral definida en el intervalo [a; x], es decir, F depende de x. 
Por supuesto, F depende además de la función elegida f y del punto a, pero una vez 
fijos f y a, F depende exclusivamente de la variable x. 

Esta función F se llama función integral dependiente del extremo superior de f 
con origen en a. 

Por una definición anterior, Fía) = J f = 0. 

También resulta F(b) * (r. 



Teorema fundamental del cálculo Integral 

Si f es una función oontinua en el intervalo [a; b], la función integral F: x-* J**f 

es derivable, y su derivada en cua'quier punto x 0 del intervalo [a; b] es f(x 0 ). O sea. 
Vx D e[a; b]: F'(x¡>) = f(x 0 ). (En a < b se consideran derivadas laterales.) 
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Demostración 


„ Para probaf que exis,e F'(x 0 ) aplicamos la definición de derivada. Para ello bus¬ 
camos primero el cociente incremental: 



Por la propiedad aditiva del intervalo (pág. 453), es: 





Fleemplazando en (1): 




Por el teorema del valor medio del cálculo integral (pág. 454 ): 


3ce(x 0 ;x)/f(c) 



Luego, 



- f(c>. 


Buscando limite en x 0 , resulla: 


F’0<a) 



l[rn «-, 0 f{c) 


( 2 ). 


Abora bien, para todo numero positivo t, si x pertenece a un entorno de centro 
x 0 y radio S, también el punto c pertenece a dicho entorno, pues c está entre x„ v x 
Es deciMim^ >0 f(c) - lim^ I0 f(x). oV ' 

Además, como f es continua en x s , es lim, , „ 0 f(x) = f{* 0 ). 

Luego, por (1), es F'(x 0 ) = f(x 0 ), que es la tesis. 


Regla de Barro w* 

Si f es continua en[a;b]yGesuna primitiva de f, entonces 



G(b) G(a) 


* Isaac Barrow (1630-1677). teólogo y matemático, fue profesor en la Universidad de Cambrid- 
ge y renuncio a la cátedra en favor de su discípulo Newton 
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Demostración 


G es una primitiva def. "or lo tanto.por definición do primitiva (páq 386) es 
VI G'(t) = fít). 

Si F es ¡a función ¡ntjgral, es Fía) = rj - ° y Hb) = 

Además, por ef teorema anterior, Vt ( |a;b’es F'(t) = f(fj., 

Por una propiedad de la función prmitiva (páa 387): 

G'(f) f(t) a F'ft) - í(t) ==> 3k c R /F(t) - G(t) -k 

Como F(a) - 0, es Gía) *• k - 0 Luego, k - -G(a). 


Entonces resulta. F(b) - J' f - G(b) * k = 
Es dectr. f b f - G(b) Gía), que es la tesis. 


Gtbj - Gía). 


La regla de Barrow indica que para evaluar la integral dehnida do f enre a y b 
basta encontrar una prmitiva cualquiera de t y restar los valores indicados de dicha 
prim.fiva. 


Etemplos 


fv - - JL _Ll 1 

J ' \ 3 ) |i 3 3 “ 3 


i _L 

3 3 


'¿) f eos x - (sen x) I 5 - sen-^ sen O = i o - 1 
Jo | o 2 

Pa/a el cálculo de i n team les muchas veces es corvemente utilizar, como ya se 

ha indicado, la notación f l(x) dx, en especial si debe recurrirse a un cambio de 
variable. J a 

Para el cáJcu'O de integrales definidas pueden utilizarse los teoremas ya vistos 
para primitivas (pág. 390), que pueden demostrarse de manera similar utilizando la 
definición de pr.mitiva y la regla de Barrow. 

Por ejemplo, 

Xi ^ ^ * - J* 9 ; f (k fj - k J* 15 f: el celera 

De acuerdo con »o indicado en la página 455,volvemos ahora al teorema der 
valor medio del cálculo integral y a sus aplicaciones. 


Ejemplo 1 

Encontrar el punto c correspondiente al teorema del valor medio del cálculo inte¬ 
gral si f: x — x 3 - 1 en el intervalo [ 1;3|. 

La longitud del intervalo os 4. Según e4 teorema; existe c entre -1 y 3 tal que 


458 


f(C) = -i J^V - t) dx. 


He) 

f(c) 


1 / 

x 4 V 

3 1 r 

/ 81 

/ 1 v 


4 ( 

-r" x ) 

,"7[ 

(— - 3 )- 

( 4 ' 1 ) 

]- 


4=>c 3 -1 = 4=>c = v/lí Además, - 1 < \/ 5 < 3. 


Ejemplo 2 


Calcular el valor medio p de f: x -»x 2 en el intervalo [-1; 4], y encontrar un 
punto ce (-1;4)taJquef(c) = p. 



65 
3 ‘ 


Según el teorema, el valor medio se encuentra dividiendo el valor de la integral 
por la longitud del intervalo. 

Resulta p — — — => p = —— 4 , 3 . 

5 3 3 

Para encontrar el punto c observamos que; 


f <c) = =f c z |=-^-|=, leí = V-f - 2 ’ 08 - 

Descartando el valor negativo, pues no pertenece al intervalo dado, obtenemos 



♦ El valor medio p = f b I es la "media aritmética" de los valores de f en el 

b - a J a 

intervalo [a; b]. 

Para justificar esta denominación, recordemos que se llama media aritmética de 
n números y,, y 2 , y . .y n al valor(y, )y¡ + y 3 ^ .* y n ). 

Ahora bien, consideremos una subdivisión P del intervalo [a;bj en n subinler- 
valos de igual longitud h. En cada subintervalo elegimos un valor de t y lo multiplica- 

n 

mos por h. Obtenemos asi la suma ^ f(x ) h. Esta suma es una suma inlenor de f en 

1 •* 1 

[a; b) si f(x¡) es el valor mínimo en [x ,;x,l; una suma superior si f(x,) es el máximo, 
o una suma intermedia si f{x,) es un valor cualquiera. Cuanto menor es el número 

positivo h. la suma correspondiente es una mejor aproximación de la integral f, 

2 f < x '> h 

Viendo que n h es la longitud del intervalo [a; b], el cociente- - 

n h 
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2*(x,) 

- -- es un valor aproximado del valor medio de f y es a su vez la media 

n 

aritmética de tos valores elegidos. 

En el ejemplo anterior, si dividimos [ -1; 4 ] en subintervalos de longitud 1, obte¬ 
nemos la subdivisión P - [- t; 0: 1; 2:3; 4], 

Eligiendo los valores f(0) = 0, f(1) = 1.f(2) = 4, f(3) = 9yf(4) = 16, 


fxp = — (0 t 1 t 4 - 9 + 16) =» ¿tp = 6. 

O 

Para subintervalos de longitud —, si además de los valores anteriores calcula- 

- i’(i) - t '(Í) * f'(!) - »'(!)- -T' 

obtenemos^ P . = -¡y (30 —) =» = 5,125. 


Para valores cada vez más pequeños de h, los números que se obtienen se 
aproximan cada vez más al valor medio 4,3. 


♦ Valor eficaz 


En algunas aplicaciones interesa el valor que se obtiene considerando el valor 
medio del cuadrado de la función. 



b 



Su rai 2 cuadrada positiva suele llamarse "valor eficaz" de la función - 



En especial se utiliza el valor elicaz para funciones periódicas cuando la longi- 
lud del intervalo coincide con el periodo, 


Aplicación 

Hallar el valor medio y el valor eficaz de Ix -* sen x en [0, 2irj. 

Valor medio: M f*’’senxdx = --—(^cosx) 2 ’ = o. 

2-rr J ü 2ir 0 

Valor eficaz: - —— f ír sen 2 xdx = —L f 2 ’ J—dx - 

2rr J o 2ítJ<¡ 2 

= 1 ( x sen2x \ I 2 * . 2^ 1 

4 7T \ 2 ^Ic 4;r “ 2' 

<\Í2 

Luego, tt = *2*' 
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EJERCICIOS 


1) Evaluar las integrales correspondientes a los pércidos de la sección 1. es decir: 


a) 

J* \f25 -x 2 

b) 

/: 

c) 

SI <xí+ 

d) 

/: 

0 

J b (x 2 - 6x + 10) 

g) 

/: 




+ j 

) Evaluar las siguientes integrales: 



a) 


b) 


c) 

/ 5 (X2 * ^ 

d) 

/: 

e) 

s: (- t?) 

f> 


9) 


Ü) 


0 

r 

J o V / 1 + 8x 2 

j) 

/: 

k) 

S'o * l ' ! - ’> 

1) 

/: 

m) 

J** (x 3 -r 3x 2 ) 

n) 

/: 

0 

f 7 sen ? (5x) 

J 0 

s) 



i x 2 - 1 

-3 X S 

1 2x 
-i (4 + x 2 ) 2 


J) Hallar el valor medio M de cada función en [a, bj y hallar c e (a; b) /f(c) = (í . 
f. x-*x 3 en [0; 4] , g:x-»\Zx~ en[0;4] 

hX ~'‘x r +T Gn ^ 0: 11 1 en£0;1] 

V 4 - x 2 


r: x-»3x 2 - 2x - 5 en[ 0 ; 2 ] 


s :x-——enf-1,0] 


4) Hallar el valor eficaz de f; x -»• sen 2 x en [0; v\. 



♦ V. Integrales impropias 


Al dar el concepto de integral según Riemann, hemos exigido que la función f 
considerada estuviese definida y acotada en un intervalo cerrado [a; b]. 

Si se elimina alguna de esas restricciones impuestas a la función o al Intervalo, 
se puede generalizar la idea de integral definida mediante las llamadas integrales 
impropias. 

La teoría de integrales Impropias presenta gran similitud con la teoria de las se¬ 
ries y r>o será estudiada en este texto. Daremos a continuación solamente una idea 
sobre las integrales Impropias de primera y segunda especie. 


1) Integrales impropias de primera especie (intervalo infinito) 

Consideremos la función f: x —* e 1 para x > 1. 

La función f es integrable en cualquier intervalo [ 1; b], o sea, para cualquier nú- 



Resulta fe K = (-e *f - - e b - e ' - --— 

i e e b 

Si consideramos la función integral F: b -> e *, la función F tiene límite finito 
para b -* + *>. 


En efecto, es lím 


£>-*■•* y 


P e’* = lím ( — -L'j „ _1 

J . \ e gb / e 


En este caso, entonces, existe el limite finito Km f b e " = i 

t> J i e 

El símbolo je * se utiliza para representar el límite anterior y se dice 
J , 
que esta Integral Impropia de primera especie converge al número — 

e 

En general, entonces, si existe la integral J' 13 f para cualquier número real 
b s a, el símbolo J * f se llama integral Impropia de primera especie de la fun¬ 
ción f en el conjunto no acotado [a; +*>). Si existe el límite finito lím f 6 f = A, 
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la integral impropia mencionada converge al número real A y se acepta la siguiente 
definición: 


l f = lím / I = A 

Ja t>- *»• J , 

Si el límite Indicado es Infinito, la integral impropia es divergente, y sí no existe 
dicho límite, la integral impropia es oscilante. 

En forma análoga se define f ° í - lím f f, si este limite existe 

Ja *— * J a 


2) Integral impropia de segunda especie (integrando infinito) 


Consideremos ahora la función f: x—* — - — en el intervalo semiabierto a de- 

V’ 5 — x 

recha [4;5>, y observemos que f no está acotada en ningún entorno del punto S. Por 
otra parte, si c es cualquier número real tal que 4 s c < 5, f es integrable en el in¬ 
tervalo cerrado [4, cj 


Sea la función integral F: c -» 




Es F(c) - f — = ( _ 2 v5- x} I = 2 v" 5 c -t- 2 y 1 . 

Si buscamos el limite de los valores de F a izquierda del punto 5, es 
Km F(c) = Km (-2 V 5 - C - 2) - 2. 

C —• 5■ C-5 

En este caso el slmboio J f designa una integral impropia de segunda espe¬ 
cie, pues f no está acotada en ningún entorno dol punto 5. El punto 5 es un punto 
singular de la función f. 

El número 2 es el valor de la integral impropia mencionada y se define: 



= iim P — -- 1 - 2 

J A \ y 5-x 


En este caso la integral impropia J 5 f es convergente. 

En general, entonces, si la función f está definida en el intervalo semiabierto a 
derecha [a; b), si existe la integral J f para cualquier número real c tal que a c < b, 

ysMim f{x) = x, el símbolo /: f se llama integral Impropia de segunda espe¬ 


cie de la función f con punto singular b. S¡ existe el limíte finito Km f ‘ f = A, 

c-> b Ja 

la integral impropia mencionada converge al número real A y se acepta la siguiente 
definición: 
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Análogamente, s, la fuñe/. 1 está definida en el inténtalo semiabierto a izquierda 
(a; b], si existe la integral } ° 1 Para cualquier número real c tal que a < c < b, si 
a es un punto singular dr la función f, o sea, es ^lin^ <( x ) - x « V si existe el nú 
mero real A = lírrv f f, se define: 

c—a» » c 


f B f = llm, P< = A. 

J a - c^b*K c 


Si se considera la función f: x - -~= en el intervalo (0; 1 ]. el símbolo f ^ f 

corresponde a una Integral impropia de segunda especie con punto singular 0. 

En efecto, es lím - 7 = = ®, y si c es un número real tal que 0 < c <1 

«- 1* v x 

la función f es inte?, able en {c; 1 ] y es 


f 1 JL = ( ? Vx)l = 2 - 2 VT- 

J t Vx 

"■*** 5 !. 


Por definición es 


= 2 . 


o+ v x 


2 


EJERCICIOS 


Indicar si convergen 

las siguientes integrales impropias: 



«r* 


í*9 1 


3) 

«1 

1 01 \/"x 

41 /. 77f 

5) JV 1/7 

6)j 



«r-r 

9) 

* 

r.-ir 


ti) J*~xe ,_x ' 1 

12 ) 

< 

r 0 - 1 

J -,“7" 


13) 

16) 


p 1 

** 0 s/x - 8 

r 4 = 

J Vx 


14) 

17) 


/: 

/: 


1 

\/1 - f 


1 
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Vi. Aplicaciones geométricas de la integral 

1) Cálculo de áreas 


a r t_if wwowjtom canesianas 


„P 8 acu ® rdo idea intuitiva de área de un recinto de ordenadas dada al 

comienzo del capitulo, si f es una función no negativa, continua en un intervalo [a' b I 
es natural dar la siguiente definición de área: L ’ J ’ 


A./N 


v f 



ei area es un número positivo - ae aDSC ' sas y 


s: 


( 2 ). 


Para justifica/ 
fa;b] y tal que Vx: 
Por definición 


la definición dada basta considerar i a función 

g(x) = - f(x), 

( 1 ) de área, como g es no negativa, resulta: 


g no negativa en 
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Obsérvese que si una función continua en un intervalo [a;b] alcanza en él valo¬ 
res de signos contrarios, la integral definida está dada directamente por la regla de 
Barrow, pero esta integral sólo da una suma algebraica de áreas, que no corresponde 
a la idea geométrica de "área no negativa o absoluta". 

Consideremos, por ejemplo, la siguiente integral: 

Jj’"senx = (-COSx)| 3 "= - eos 2rr + eos 0 = -1 +1 =0. 

La integral vale 0 porque el área entre 0 y ir es 2 y enire v y 2 tt es también 2, 
pero la función es negativa. 



Luego, cuando se trata de calcular el área, se buscan las Intersecciones con el 
eje x y se aplican sucesivamente las definiciones (1) y (2). 

En el ejemplo anterior el área correspondiente a la sinusoide entre 0 y es: 

A = 2 sen x = 2 ^-cosxjj* = 2 (-eos 77 + cosO) = 2 2 = 4. 


466 


En general, 



Si f es con; rúa en a;b] 



Ejemplo 

Calcuar el área de un circulo cío radio r. 



Luego, debe calcularse la integral A - 4 f \ 7^-~p~ dx 

**o 

Para resolverla conviene recurrir al método de sustitución de variable hacien¬ 
do x = r sen t. 1 

De a c uerdo con la regla de Barrow, basta calcular una primit-va cualquiera de 
X ¡ - x y luego reslar los valores correspondientes a los extremos del intervalo 
de integración. Pero al efectuar ef cambio de variable es necesario cambiar los límites 
de integración considerándolos respecto de r‘a nueva variable. 

Si se hace x = r sent, para x - f es r = r sen t. sent = 1 v 
t - are sen 1 (en el primer cuadrante). 
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Luego, si x = r es I = 

Si x = 0 es 0 = r sen I, sen t = 0 y t = 0. 

O sea, si x = 0 es t = 0. 

Además, dx = r eos t dt. 

Por lo tanto, A = 4 f 2 t 2 vi - sen J t costdt = f ‘ cos z tdt 

Jo Jo 



Área entre dos curvas 

Si se desea hallar el área del recinlo comprendido entre los gráficos de dos 
funciones continuas, basta efectuar la resta de las áreas correspondientes. 




Ejemplo 1 

Hallar el área del recinto sombreado en la siguiente figura: 
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curvaiL t>en bUSCa,Se 1. * Otos » in,„,***«„ *, amt)as 

En este caso, a = o y b = i 


Luego. A . £ [«,, . . £ (v5 _ 

•'o 

= ({x M -JSL)K2.,_ , 

V3 3 /lo 3 ¥ “ T 


Ejemplo 2 


Área del recinto sombreado en fa figura: 



f; - X Z -r- 8 

g ;x-* x - 4 

Los puntos de intersección tie¬ 
nen abscisas que satisfacen 
ambas ecuaciones 


Luego, para esos puntos se verifica. 
** + X - T2 =* o => x - 



4fiQ 









Luego, a = -4 > b - 3. 

A * J 3 ^ [-x ? + 8 - (x - 4)] 




+ 



343 

6 


= P <-X 2 - x- 12) = 


b) En coordenadas polares 

Sea R un recinto plano limitado por la curva C y los radioveclores r, y r s . 



0 


Consideremos que la curva C está asociada a la ecuación polar r - fít) con 

I. < I s L ^ ^ , , 

El área del recinto R puede aproximarse mediante áreas de sectores circulares 

inscriptos o circunscriptos en R, correspondientes a subdivisiones del intervalo (t. 
Recordando que el área de un sector circular de radio r y ángulo central At 

es área (S) = ~ r 2 At, puede definirse 

área (R) = — f' ? [f(t)] 2 dt con una justificación similar a la utilizada para coor- 
2 Ji, 

denadas cartesianas. 


Ejemplo 1 

Calcular el área de la región limitada por el grálico de la cardioide de ecuación 
polar r = 1 + eos t para 0 ^ t ?=■ -j (véase pág. 120). 
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Ejemplo 2 

Área de la región limitada por la curva de ecuación polar r 2 = a 2 eos 21 
(lemniscata de Bernoulli). 



La integral definida se utiliza también para precisar matemáticamente otros con¬ 
ceptos geométricos y físicos, como área y volumen de un cuerpo de revolución, lon¬ 
gitud de arcos, centro de gravedad, momento de inercia, etcétera. 

Consideraremos brevemente algunos de ellos, indicando en forma intuitiva tas 
razones que llevan a las definiciones dadas en cada caso. Para justificar correcta- 
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Observando el grito, de ana función continua f puede balarse 
de la longitud del arco de curva comprendido entre los puntos [alta)] -V 

para «torrea ¡JJ ^««KHUtldel fotervalo [a;b] y se forma la ^.ligonal 

correspondiente a la misma uniendo mediante segmentos los puntos p o-n - 2 — «v 
Si se suman las longitudes de dichos! segmentos, .se obtiene la longitud de ta 
poligonal correspondiente inscripta en el acó constado. . aiVi 

Se define como longitud del arco de cu va al sj/premo s del conjunto formado por 

las longitudes de las poligonales Inscriptas en 

Si f tiene derivada continua en flco de 1 entre ^ p 

[aí(a)] y [b;f(b}] tiene icngilud; 

s - p 

-* 1 



Vi |-[t'(í)^ dx. 


Para esbozar la obtención de esta 'órjnula, consideremos una subdivisión cual¬ 

quiera P = [Xoíx/.Xjí....;*,,} delintervail ;*b]. 

La longitud de uno de los segmentos que lunnan la poligonal inscripta se puede 

hallar utilizando la fórmula de Pitágoras. 


•f.Q - ibfSaoo s K 




..•I:;-ií.. ¡cr:: 


1 i 


t - - (R) bsié 


v j t o numBrtnili)u taebinitob Isi&otni cj 
,jj_ £s*jiijomoo .e^oiasl v acoiilémoeg ¿olqeo 

su «• « 




pebovfiig eb oitnoo , 30011 ; 9b bulig 
t etnomfíveid aomaiciebisnoO 
[loi jinitotj set b nBvai* eup eenousi 


a.... x. 


h \ 


o 


b 


Si llamamos ds a dicha longitud, es. 


ds = V (x h - x„ ( j 5 - |f(x,) - f(x„ ,) 


f ( x h) - >(*„,> 1? 


] 2 K " *h ,)■ 


Aplicando el leorema del valor medio del cálculo diferencial (pag 247); 
3c h e{x, ,pt h )/f'(c,) = ~ Í(X| ~ ' L 


Reemplazando. 


ds ~ v'Tt [f'(c n )¡ ? (x h - x h .,). 


La longitud de la poligonal inscripta correspondiente a la subdivisión P está dada 

n 

por la suma V v'T^ff'fcjF (x„ - x n 

f-1 


Por hipótesis, f' es continua y también lo es v ' 1 + <!■)* y , ^ , 0 tanto> es 
iniegraDie. 

Se defrne la longdud de arco buscada como la integral correspondiente, es 


r . s = £ V 1 - [f(x )] 2 dx 


Ejemplo 


Calcular la longitud de la circunferencia de radio r. 

Si seslalongitudbuscada.es s = 4 f v'"l + [f'(x)] z dx, donde 

Jo 


s 


f{x) 



f(x) 






Se puede resolver la integral 
mediante fa siguiente suslitu- 
ción: 

x = r sen t. 

Resufta dx = rcosttd». y los 
limites de integración son O y 

respectivamente. 
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s 



i costtdt 
r \/1 - sen 5 ! 


4f J 0 ’* = 4, W|o 

4r -^ - 2 tí r. 

2 


b) En coordenadas polares 

dy 

Recordando que f (x) = .-, la formula obtenida para calcular la lorgítud de 

dx 

un arco puede anotarse también 

s J* & \ (dx)' - (dyF\ 


Ahora bien, si la curva C está dada en torma paramétnca por dos funciones g y 
h, ambas derivables en el intervalo [t^V), tales que x = g(t) a y - h(t) \ t, ri t ó,. 
resurta; 

s - J* * yjlQ'W? ' \*W dt. 

En especial, si la curva C es el gráfico pelar de una función f dada por r - f(t), 
las ecuaciones paramétricas de C son x - f(t) eos' A y = f(t) sen t {véase pag. 
100 )• 

Por !o tanto, dx = f'(t) eos t - f(t) sen t, 
dy = f‘(t> sen t r ({tjcosl. 

Siendo ds 2 = dx 2 - dy L> . obtenemos ds 2 - [1(t)f 1 [f'(t)] ? . 

Finalmente, s = J' ‘ \ [*(t)f - [ 1 '( 0 / dt. 


Una notación aceptada para f'{1) - es r. Con ella resulta finalmente una 

fórmula simple de recordar, que permite calcu’ar la longitud de un arco de curva defi¬ 
nida por su ecuación polar 


s 



+ r J dt. 


Ejemplo 

Calcular la longitud de una circun'erertia de radio a cuya ecuación polar es 
r - a (a > 0 ) 

s = J 2 ” sjlF dt = aJ' T dt - 2 rra. 

3 ) Área de superficies de revolución 

Si un arco dé curva gira alrededor del eje x, barre una superficie de revolución. 


Por consideraciones análogas a las anteriores 
diente mediarte una integral adecuada. 


se puede definir el área correspon- 



Curva. 




.v.. i-u, a luuyuua aproxime 


--- w uu 

de geometría elemental: longitud de circunferí se ° b,,0ne medrante una fórmula 
Por ejemplo, para el P ° f lon 9 ilud * generatriz. 


A, = 2¡r - 


ds 


A, = .) 4 ffc) 


ds. 




Ahora bien, el valor 1 ) 

punió medio del subinfervalo I x, 
que se obtiene. 


1 f(x,) 

puede aproximarse por ffc), siendo q e J 
i ; * ] Cuanto ma V° r es o. mejor es la aproximación 


O sea. A, = 2 7 r f{c¡) ds. 
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Por lo (anto, el área de la superficie de revolucir puede aproximarse medíanle 
la suma de las áreas de las n superficies laterales je los ,roncos de conos. 

n 

Es decir, A s = ^ 2rr f(c } ds. 

I t 

Esto juslifica. entonces, la siguiente d•aniclón para el arpa de una superficie de 
revolución: 


A, = J E ?,t f(x) ds (f{x) >0). 


Resulta finalmente: 


, WV 1 * [f?x)f dx. 

J a 


Ejemplo 

Calcular el área de una superficie esférica de radio r 

La semiesfera puede considerarse engendrada por la revolución de un cuarto de 
circulo alrededor del eje x. 



- 4w'(*>í - 4 171^. 


4) Volumen de sólidos de revolución 

Repitiendo una vez más los procedimientos anteriores, se define mediante una 
integral el volumen del cuerpo engendrado por un recinto de ordenadas al girar alre¬ 
dedor del eje x. 
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y 



7\ 


/ \ 


1 1 
/1 

1 1 

\i 1 1 

i 

u l 

11 

. j_ 

1 1 

M-j 

, h J 

-i- 

ib 

\\i 

' </ 

ÜJ 

oíl 

w 

u/ 


los rocfnto ^ etí,nnte rectángulos, si se hacen girar dichos rectángu¬ 

los alrededor del eje x se obtienen cilindros de revolución. 

Elijamos rectángulos inscriptos y consideremos en particular uno de ellos aouel 

E"» 1 '<"’?'«■*> la b »" 1 ™,o, K , y co™ 4 S altura 
et mínimo de f en el submtervalo [x h ,; x n ] 

El volumen del cilindro engendrado por este rectángulo está dado por la fórmula: 

V = rr [n>, f ( Xh - Xh ,). 

Ef volumen correspondiente al polígono inscripto considerado está dado por la 

suma 2 ir[m h f (x h - x h ..,). 
n = i 

Por definición, el volumen del sólido de revofución es 
V * ?r J* Ü [f(x)f dx. 


Ejemplo 

Calcular el volumen de la esfera de radio r. 


4 •, 

3 7rr 


EJERCICIOS 

7) Área del recinto formado por f: x -* x 3 entre 1 y 3 , 

2) Área del recinto formado por f:x — Vx" entre 0 y 4 

3) Area del recinto formado por f: x -* 2 vx entre 4 y 9 . 

4) Área del recinto formado por f; x —» v 2px entre 0 y a > 0. 
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1 . 


„ x 

5) Area de la superficie interior a la elipse: —— + 

91 

6} Área del recinto erure los gráficos de f; x -»-j x J y g:x — v'x. 

7) Área del recinto entre los gráficos de f: x-4 -x ? y g: x -» x 2 - 4, 

8) Área del recinto entre los gráficos de f: x -» x-2 y g: x -* 2x - x 2 . 

9) Área del recinto entre los gráficos de f: x -* x 2 - 4x + 1 y g: x — x - 5. 

10) Área del recinto entre los gráficos de 1: x -* x y g: x -* 6x - x ¿ 

11) Área del recinto entre los gráficos de f: x-» x - x 2 y g x-*-x. 

12) Área del recinto entre los gráficos de f: x—* vx y g:x—*x\ 

13 ) Área del recinto entre los gráficos de f: x-♦ 4 x‘ y g:x-*x-2. 

14) Área de la superficie limitada por un lazo de la curva de ecuación polar 

r = 2 sen 3t (o t s ^ . 

15) Área de la superficie limitada por la curva r = t para 0 s t < —. 

16) Área de la superficie limitada por la cardioide r = a(1 + eos l). 

17) Calcular la longitud de aroo correspondiente al gráfico de f entre los puntos 
(0:0) y (4:8) si I x — x 3 *. 

18) ídem para f: x —► 2 v' x entre (0;0) y (1:2). 

19) Longitud del arco de curva definida paramétricamente por 

x = 51 2 A y = 2t + 8 a 1 s t í 5. 

20) Longitud de un arco de la cicloide x = a(t-sent) a y = a(1 - cost). 

21) Longitud de la cardioide r = a <1 + eos t). 

22) Longitud de la curva de ecuación polar r = sen 2 -j (o<ts-|J. 

23) Área de la superficie de revolución engendrada por el gráfico de f: x —»2 v x 
entre 0 y 4, al girar alrededor del eje x. 

24) Volumen del sólido de revolución engendrado por el gráfico de f: x —• y x 
entre 0 y 4, al girar alrededor del eje x. 
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25) Volumen del sólido de revolución engendrado por el gráfico de f: x — — entre 

)( 

1 y 3. al girar alrededor del eje x 


26) Volumen engendrado por el gráfico do f: x 
alrededor cef eje x 


■entre 5 y -2, al girar 


27) Volumen del elipsoide de revolución engendrado por — * ^ _ i 

a ? b 2 


28) Volumen engendrado por una onda de sinusoide (entre 0 y «-) al girar alrededor 

ejo x. 


Vil. Aplicaciones físicas 

aloua^ l dlTif'c def,r ‘ lrfa admitG íf mbién a P líCacion es físicas. Veremos brevemente 
a gurtas de ellas, ya que tos problemas físicos se resuelven más naturalmente me¬ 
diante integrales dobles, triples o curvilíneas. Por otra pane, la justificación de las 
definiciones es sencilla si se considera a la Integral como limite (Cálculo 2, pág. 261 ). 

1) Trabajo 

Si una fuerza f. que actúa sobre un punto material, lo hace desplazarse a lo largo 
de una recta (eje x) entre dos puntos, el trabajo realizado se defino W - J = f(x) dx 

Ejemplo 


La fuerza requerida para estirar un resorte es proporcional al alargamiento y se 
fira C rto2 a cm? fUeíZa ^ eS,<rar, ° °' 5 crn "° UP t,aba ¡° se reali « Para os- 


f(x) = kx Según tos datos, para r(x) 3 es x -= ~ 

2 ' 

Luego, 3-k~=»k = 6=» f(x) - 6x. 


W = J' 6x dx = 3x' | = 12 
Teniendo en cuenta las unidades, el trabaio es de 0.12 kgm. 


2) Masa 

a) Unidimensional 

Consideremos un alambre que tenga la forma de una curva asociada a una 
función continua f entre dos puntos. 


479 


Si el alambre ..ene densidad constante * so masa se obtiene moit.pl icandoP P» 
la longitud del arco de curva. resulta 

Osea, es M - p s. Recordando que s = J 4 ' ' ' 1 

m - P J*” vTTT m? dx. 

Si la densidad es variable, se define M ~ J, p ds ' 
b) {¡¡dimensional 

Consideremos una lámina D, plana y 

de ordenadas limitado superiormente por e g á construida con material 

S^,'Se - área de la superficie y se defrne 

como'el producto de la densidad por el area, es decir. 

M = p área D = p dx - 

Si la densidad es variable, es M = P 

3) Momento (respecto de un eje) 
a) De primer orden (estático) 

ssrJSKi- 

Soa la subdivisión 1 cr i* 2 , * . x -1 v elegimos como primer 

¡SSft 5S2?¿ShTSSS2S U ¿ —. -*—» 


Kc,) 1- 


-<(c,H- 



x 0 25 a c, x, c 2 x 2 


ARO 


Para el primer rectángulo, su centro de masa es el punto de abscisa c, y or¬ 
denada — f(c,), Su momento estático, entonces, respecto del eje x, es el producto de 
su masa por la distancia al eje x. Ahora bien, el área es f(c,) (x, -x 0 ), la densidad 
constante es p y la distancia del centro de masa al eje x es — f(c,). 

Luego, M„ - j f(c,) • p l{c,) (x,-x D ). 

distancia masa 

Osea, M u = j [ffc,)]* pAx,. 

Respecto del eje y, en cambio, la distancia del centro de masa eslá dada por c, 
y resulta M ly = c,pf(c,)Ax t . 

Haciendo lo mismo en cada uno de los rectángulos y sumando, obtenemos los 
momentos de la lámina formada por los n rectángulos: 

n r. 

m r« = 2 y [f(c,)í 2 pAx, A M fly = 2 c,í(c,}pAx,. 

La primera suma es una suma de fliemann para la función dada por y p ffíx)) 2 
y la segunda para px f(x). 

Por lo tanlo, podemos dar las siguientes definiciones para los primeros momen¬ 
tos de la lámina mencionada; 

=' ~ pM*)] 2 dx a M y = J b pxf(x) dx. 

Sí se trata de los primeros momenlos de una curva, pueden justificarse, de ma¬ 
nera análoga, las siguientes definiciones: 


K ~ f* pyds a M y = J* 5 px ds. 


b) De segundo orden (inercia) 

Para los momentos de inercia, en fugar de considerar la distancia al eje, sfe 
considera el cuadrado de la misma. 

4) Centro de masa 


Recordando que la masa de un sistema se concentra en su centro de masa, se 
define al centro de masa como un punto de coordenadas (x G ;y G ), tales que 

- M x 0 a M, = M • y G . 

ti g^a distancia 

„ , M M ¥ 

Por lo tanto, x r = —í- a y„ = — 

G PkA 'O M 
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Ejemplo 1 

Hallar el centro de masa de un alambre, con densidad uniforme, que tiene la 
forma de una semicircunferencia de radio 3. 



Por razones de simetría, es x G = 0. 

M, H pyds _ /»yds = íl yds 
Vo ~ M- ' /“ pds " íl ds 5 

La longitud de la semicircunferencia es s = 3*. 

- ^ 

Además, f(x) - v9-x 2 =* f'(x) = ■ . ■ 

V 9 - x* 

Luego, y G = ~ j\ «x> s/T + [HxTpdx =» 

‘ - Ve - •£- S\ * =» 

= Vo - ~k f\ 3a * = y » ■ 7 

Resulta (x G ;y G ) = 

Ejemplo 2 

Centro de masa de una lámina semicircular de radio 3 y densidad uniforme, 

= pW x >] 2d * = j_ ¡I [f(x)j 2 dx 

Xq ” ° Vg M j'l p f(x) dx 2 íl f(x)dx 


El área del semicírculo es — n. 


-TÍ l (9-* 2 > dx 


Luego, y G = 


r» * ir ¡y-'' 1 óx 
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EJERCICIOS 

1) Trabajo realizado al estirar un resorte de 12 cm de longitud hasta 10 cm, si se 
necesita una fuerza de 4 kg para extenderlo 1 cm 

2) Centro de masa de una varilla de 30 cm de longitud, cuya densidad es proporcio¬ 
nal al cuadrado de su distancia a un extremo, 

3) Cent'o de masa de un arco completo de la cicloide x = a{t - sen t) A 
y = a(1 -cost), recordando que su longitud es 8a. 

4) Centro de masa de la cardioide r = a(1 + eos l). 

5) Centro de masa de una lámina de densidad uniforme, limilada por el gráfico 
de f:x-*4 - x ? y las rectas y = 0, x = -1 

6) ídem para f:x-*ln x, x = 1, x - e, y = 0. 

7) Idem si la lám.na está limitada por y = 2 - 3x ? y la recta 3x + 2y 1. 


VIH. integración aproximada 

Al definir al comienzo de este capitulo sumas superiores e interiores y demostrar 
sus propiedades, pudo observarse que los valores de estas sumas aproximan la 
integral, y que la aproximación es mejor cuanto más fina es la subdivisión. También, 
que la aproximación puede hacerse mediante sumas intermedias. 

Ejemplo 7 

En la página 441, para f:x >x ? - 1 en |0 ; '3], obtuvimos los siguientes resultados: 
P = [0;1;2;3] =, 5 P (») = 8 a S P (f) = 17, 

P' = |k1;-|%2;3 => S P (f) ^ 8,625 a S p .(f) = 16,125. 

Si elegimos una subdivisión más fina P 

P' 1 = [0^ ; 1:|,2;|:3] => S a .(f) = 9,075 a S P .(f) = 14.375. 

Si calculamos la integral, resulta <x* + 1}dx = (-£- + x) | I? 

En general, la aproximación mejora si se considera, para cada subdivisión, ni 
promedio de la suma superior y la inferior 

En nuestro ejemplo, para P: ~ (S P + S P ) 12,5. 
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para P't -i (S p . - S p ) = 12,375, 


para P": — (S p + Sp .) = 12,125. 

Si aproximamos la integral de esla última forma, podemos, en cada caso, acotar 
el error cometido. 


En efecto, sabemos que VP: S p s f I s 


Sí restamos el número — (S p i- S P ), obtenemos: 


S _ _L s P - - s P ^ r » - -J- <s P - s P ) ^ Sp - y s P - Sp « 
« - i (S P - Sp) S JN - {(S p + Sp) s | (Sp - s p ) - 
« | (Sp + Sp)j =£ Y (Sp Sp). 

El error cometido, entonces, al aproximar la integral por -i- (S p t S P ) no su¬ 


pera al número (S P - S P ). 


En el ejemplo, para P: c, < 4- (17 -8) 


6, < 4.5. 


para P r : € 2 < (16,125 - 8,625) c=> « 2 c 3,75. 

para P"t e 3 < — (14,375 - 9.875) 2,25. 


Ejemplo 2 


Sea: l:x-*Vl-x 3 en [0;1 ]. 


l 1 1 
l 1 1 
1 l 1 
1 1 \ 
l 1 1 

1 1 : 
1 1 < 


°1 ± 1 jl 1 

4 2 4 
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Consideremos una subdivisión regular P de cuatro subintervalos, cada uno con 

la misma longitud — 

4 

Como I es estrictamente creciente en [0;1], en cada subintervalo [x ,:x ] 
f(x ( .,) es el mínimo absoluto de f y f(x,) es el máximo absoluto 
Luego, 

s, - 7 [«o, - ,(i) * ,(7) - ,(!)] 

- 7 ['( 7 ) - '(i) * •(!) ‘ ««]• 

Sp - s, - 7 [«o, - 2,(7) + 2,(7) . 2,(2) + 

ISp ‘ Sp) - 7 [y (, I0I * mi) - ,(j-) t ,(7) + l(j)] 

En la última expresión puede observarse que los cálculos se simplifican porque la 
función es monótona y los subintervalos tienen la misma longitud. 

En este ejemplo. 

~ (Sp 4 Sp) = 4- ri (1 ‘ v 2 ) , _3vT_ _V9?_ 

¿ 4 2 * ' 8 4 8 

~ (0.5 + 0,707 1 1.008 - 1,061 ~ 1,192) 

■* 1.117 

Ahora bien, muchas veces no es simple o no es posible encontrar los extremos 
absolutos de la función elegida en cada subintervalo de una subdivisión En ese caso 
pueden utilizarse sumas intermedias. 

Estas sumas inlermed-as apaleen sencillamente si se aoroxima el área def re¬ 
cinto de ordenadas mediante sumas tío areas de I,'apecios en lugar de sumas de 
areas de rectángulos. Este método se conoce con ef nombre de "reala de los ira- 
pecios . 


Regla de los trapecios (aproximación lineal) 

Sea f una función continua en [a;b] y P una subdivisión regular en •ohmiarvain* 
de longitud h. 


Para el intervalo [x, , :x, |, el área del trapecio mux inrtr» •• 






i¡J 

■ 



x,., h x, 


v=l(*) 


V, h b 


Para la suma de áreas, oble nemes: 

¿ a, = 4 h 2 W* ,WW] 

1=1 ¿ «-1 

¿ A, = 4 h [I(x 0 }-2f(x 1 )-2f(x 2 }-....t2l(x r ,)+f(x n n 
Pero x 0 = a, x, = a - h. x ? = a - 2h. X/) = a + nh = b 

Luego, ¿ A , = 4 h [ ,(a) *-2t(a- h )-2f(at2h)+ „.-2f(a-+ {n 1)h) + 1(b)]. 

i-1 2 

O bien, ^ A, = n f, a > +í (a- h>+f(a * 2h) +- f(a - (n l)h) ^ í<b)J. 

En realidad el método consiste en aproximar, en cada subintervalo, la función f 
por una función lineal. 

Por lo tanto, regia de ¡os trapecios: si f es continua en [a,bl, entonces 

* 1 *i i 

J h f - h|^4 Lf(a)+«t>)] " S f(a-ih) j con h = —— - 

Puede demostrarse que si f tiene derivada segunda en el intervalo, tal que 
Vx: r<x)| < A, entonces el error que se oomete al a -oximar la integral es 
. A h ; (b- a) 

12 

Ejemplo 1 

Aproximar, según la regla de los trapecios, J*‘ (x* - x) dx con n = 4. 
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En este caso podemos obtener el valor exacto por integración: 

'a D 

Ejemplo 2 

Aproximar por regla de trapecios el área del recinto limitado por la curva C, si se 
efectuaron las siguientes mediciones en puntos equidistantes: 
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Regla de Simpson* (aproximación parabólica) 

Este método consiste en aproximar el gráfico de una (unción continua I por arcos 
de parábolas en cada par de intervalos. Cada una de esas parábolas se determina 
mediante las tres Intersecciones de las ordenadas con la curva. 



En primer lugar consideramos una subdivisión regular P en un número par de 
subintervalos, o sea, P = [x 0 ; x,; x 2 ;x p ] con n = 2m, 



En [x 0 ; Xj] queremos aproximar la curva asociada a I mediante una parábola de 
eje vertical a la cual pertenecen los tres puntos no alineados A, y A 2 , Sabemos 
que dicha parábola es única y su ecuación está dada por un polinomio de segundo 
grado. 

El área del recinto limitado superiormente por dicha parábola se obtiene inte¬ 
grando el polinomio correspondiente en el intervalo lx 5 : x 2 ). Esa integral dará un 


valor aproximado del valor exacto l z 



dx. 


Para facilitar los cálculos elegimos un recinto congruente con el anterior, donde 
el intervalo, también de longitud 2h, está centrado en el origen. El área de este recinto 
es la misma del recinto inicial. 


• Thomas Simpson (1710-1761), matemático inglés, miembro de la Sociedad Real de Londres 
y autor, entre otros, de tratados sobre probabilidades, álgebra y geometría, 
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(ax 2 + bx + c) dx = — b - ex) j = 2a + 2ch = 

= 4 (2ah 2 + 6c) (l). 

Como( ~h;f(x 0 )), (0;f(x,>) y (h;l(x 2 )> son puntos de la parábola, se verifican 
simultáneamente las siguientes ecuaciones: 

<(x 0 ) = a(-h) 2 + b(-h) + c = ah 2 - bh - c (2), 
f(x,) = c, 

f(x 2 ) ~ ah 2 bh - c (3). 

Sumando (2) y (3): 

f(x 0 ) + f{x 2 ) = 2ah 2 - 2c =* f(x 0 ) t- f(x.) = 2ah 2 - 2t(x,) => 

f(x 0 ) i f(x 2 ) - 2f(x,) 

2 h 2 

Reemplazando en (1) obtenemos: 

l 2 = j (<(x 0 ) * f(x 2 ) 2f(x,) - 6f(x,)). 

Entonces, 

■a = f 2 *(x) d * ^ 4 (f(x 0 ) * 4f(x,) + f(x 2 )). 

J »o d 

De la misma forma pueden aproximarse las áreas de los domrts racimo* A»l 
resultan: 

l 4 = f“ 4 f(x) dx = 4 (f(x 2 ) + 4f(x 3 ) . 1(x 4 )) 

O 


m 






I, 


= r a i(x) dx = 4 (i{x„ 2 ) - 4f{x n .j ^ f<x n >). 


Sumando, 


2 '* “ T + 4f < X 1> + + 4f < X *) - 2f < X *> + - + 4, < X n -^ + *4 

Simplificando la notación: 

f 6 <MdX » <y 0 + 4y, + 2y 2 + 4y a + 2y 4 + 2y 0 2 - 4y n , + yj. 

O sea, a las ordenadas de los extremos del intervalo se les suman las ordenadas 
de Indices impares multiplicadas por 4 y las ordenadas de índices pares multiplicadas 

por 2, La suma así obtenida se multiplica por ■— 

Puede demostrarse que, si Vx € [a;b] 3f w {x) con ,f rv (x)| < A, el error del 
A h* 

valor que se obtiene es f < ■ (b - a). 

180 

Ejemplo 1 

Aproximar mediante la regla de Simpson I = J ' 2 (x* + x)dx para n = 4 (véase 
pág. 467). 


y ° = 0 y ' 16 y 2 - 2 y» - 


y 4 - ia 




4 + ■■ 105 + 18) = 8,4167 


f"(x) = 24x => l lv (x) = 24 => € < —^--— 2 

180 16 


Ejemplo 2 

/ >5 ^ 

— dx a) por regla de trapecios y b) por regla de Simpson, 
1 X 

con n = B. 

Para ambas reglas necesitamos conocer los valores de f en los puntos de la 
subdivisión indicada. 

x, x 0 = 1 x, =1,5 x 2 =2 x a =2,5 x 4 =3 x 5 =3,5 x 6 =4 x 7 =4,5 x„=5 
t(x,) 1 0,667 0,5 0,4 0,333 0.286 0,25 0,222 0.2 

a) Por regla úe trapecios: 
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/, "7 dx - ( 1 2 ^ + 0,667 + 0,5 + 0,4 + 0.333+0,286 r 0,25 + 0,222) 

J", ~ dx a ^ í °. 6 + 2.658) => J * 5 -1 dx =« 1,629 =» In 5 = 1,629 

f (x) = ~ => m - -^7- =» f"W *= => f"(x) < 2 si xe[1;5] 

Luego, e s 2 ( 7 )' ~-4 => t s ± => e < o,2. 

El valor exacto es In 5 = 1,609.... 
b) Por regla de Simpson: 

/ si 1 

1 7 dx = -6 0 - 2,667 + 1 t 1.6 -*• 0,667 + 1,143 + 0,5 + 0.B89 + 0.2) 

f “ dx -7- 9,665 => In 5 =»- 1.611 

J 1 x 6 

f (x) = - =* C'(x) - =3 |f'V(x) s 24 si xc [1 ; 5 ] 


e á 24 (~V 4 = 

180 V 2 / 


e < 0,033. 


EJERCICIOS 


1 ) Siendo f,x-*x ? , aproximar f(x)dx paran = 6 a) por regla de trapecios y 
b) por regla de Simpson. 


2) Idem si f: x -» —!— con n = 4 
x + 2 


J » { ^ 

—j- por regla de Simpson para n = 10 . 

4) Aproximar In 3 y acotar el error, a) por regla de trapecios y b) por regla de Simp 
son, con n = 4, 

5) Aproximar por regla do Simpson (* ■ -— dx con n — 4 

Jo x 4 1 1 


6 ) Ídem para f " - en x dx con n - o 
Jo x 
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7) ídem para J*' Vi - x 3 dx con n = 10. 

8) Una curva continua pasa por los puntos (x,; l(x,)) de la tabla siguiente: 


X, 

0 

1 

2 

. 3 

4 

5 

6 

f{x,) 

0,5 

1 

1,2 

1,6 

2,3 

2,4 

2.5 


Aproximar el área de la superficie bajo la curva a) por regla de trapecios y b) por 
regla de Simpson, 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 

CAPÍTULO 12 

Sección I 

1) S 3 = 15 S p = 22 S a . = 11 -* V24 S p . = 12 + 4 VfT 
S p .. 7-2 ve"- v"'2 T S p . =12 + 2 V6 + V21 

2) S p = 7,625 Sp = 17.875 S p = 9,25 S p . * 15.25 

3) S p = 8 S p = 20 S p . = 10,625 S p = 16,625 

4) S P = -18 Sp = -12 Sp. = -16.75 S p . - -13.75 

5) S p = 7 Sp = 32 Sp. = 11 S p . = 24 

6) S p =24 S p = 32 
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h . " 

■ H =“ -r c = 

4 


m: M = -jr c = — V^r 2 - 9 
6 ir 


r: ¡x - 7 c = 


1 + V'7 


s: a = In2 c = ——- 2 

In 2 


Sección V 

1) 1 2} diverge a +* 3 ) 6 4) 2 5} — 6) —— 7 ) 1 

2 2e 

8) 1 9) — 10) diverge a-* 11 ) t + J'* I = o 

12) diverge a * * 13) -6 14) j 15) diverge a + x 

16) 10 17) f + P f > 6 18 ) 2 Vb 

J - 1 Jo- 

Sección VI 


1 ) 20 2 )-^- 3 ) 

u O 

„¿ 


13) ^ 14) 15) 

2 '3 48 


4) ~f 2 v'p a T 5) 7rba 6) — 
^ 3 

10,J ? L ">T ’ 5 >V 

16) J- rra 2 17) (10 v'To - 1) 


18) v"2 + In (1 + \/~2) 19) 4 V 29 20) 8a 21) 8a 22) 2 

23) (5V5- 1) 24) 8 tr 25) 26)12* 

^ 3 

27) ab* 28) 


Sección Vil 

1) (37 v'37"- 1) kgm 



= tt3 

y, - fa 

4) x a * 

4a 

5 

Va 

= 0 


6)( 

, 4 2 / 

7) 

/±. 

±\ 

10 ) 

V 4 ' 

5/ 


Sección VMM 

1) a) 73 b) 72 2) a) 0,697 b) 0,693 3) 3,1416 

b) 1,100 t s 5) 1,080 6) 1.852 

1 

b) 10 


4) a) 1,117 e ^ -L 
7) 0,837 8) a) 9,5 
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